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Abstract

Grundlagen fiir die Theorie des Deep Learning, wie es momentan
benutzt wird. Manuskript zum Gleichnamigen Seminar mit Younes
Samih/Tatjana Bladier/Jakub Waszczuk/Rafael Ehren an der HHU.
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1 Maschinelles Lernen: Klassifikation und Re-
gression

Was man im maschinellen Lernen “lernen” oder besser gesagt approzimieren
will sind normalerweise Funktionen. Das bedeutet: wir versuchen, dem Ver-
halten einer “wahren” Funktion, von der wir nur eine gewisse endliche Anzahl
an Datenpunkten kennen, moglichst nahe zu kommen mit unserem Mod-
ell. Wichtig ist: die wahre Funktion, die wir approximieren mochten, ist
und bleibt unbekannt. Ob das, was wir gelernt haben, wirklich adaquat ist,
konnen wir nur naherungsweise sagen.

Klassifikation, Regression Der Begriff der Funktionenapproximation ist
sehr allgemein, und es lasst sich normalerweise alles darunter packen. Man
unterscheidet aber zwei wichtige Félle namlich Klassifikation und Regres-
sion. (. Man unterscheidet die beiden einzig anhand des Wertebereichs der
Zielfunktion.:

e Falls f eine stetige Funktion ist (z.B. f : R — R), dann spricht man
von Regression,

e falls f nur endlich viele Ausgaben hat, spricht man von Klassifikation.

Im Deep Learning geht es normalerweise um Klassifikationsaufgaben: wir
mchten fiir eine unendliche Menge von moglichen Eingaben eine endliche
Menge von Ausgaben haben. Wichtig hierbei ist: Neuronale Netzen klassi-
fizieren mit Mitteln der Regression. Jedes neuronale Netz ist erstmal eine
Funktion N : R" — R™, ohne Ausnahme. Um daraus einen Klassifika-
tor zu bauen, miissen wir die numerische Ausgabe uminterpretieren, und
evtl. auch die nicht-numerische Eingabe in einen Vektor kodieren. Neuronale
Netze haben iibrigens noch eine dritte Moglichkeit, die sonst eher marginal
vorkommt, in der Computerlinguistik dagegen sehr haufig:

3. Wir approximieren eine Funktion f : ¥* — T* (sequence-to-sequence
labelling). Das steht zwischen den beiden obigen Modellen, denn die
Menge der moglichen Ausgaben ist unendlich, aber nicht reellwertig.

Hier gibt es folgendes anzumerken: natiirlich gibt es auch andere logis-
che Moglichkeiten, aber die treten normalerweise nicht auf bzw. lassen sich
reduzieren. Es spielt auch keine Rolle, ob die Ausgangsmenge X endlich
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oder unendlich ist; sie ist nur normalerweise wesentlich grofler als unsere
Datensatze — sonst giabe es ja keinen Grund, maschinelles Lernen zu verwen-
den.

Im Fall 1 spricht man von Klassifikation; man sagt also die Funktion
f klassifiziert Gegenstande in X als Gegenstande in M. Ein klassischer Fall
wére Objekterkennung; man nimmt ein Pixel.-Bild (das sich als eine Matrix
darstellen lésst) als Eingabe, und gibt ein label zuriick, dass besagen soll
welches Objekt dargestellt wird.

Im Fall 2 spricht man von Regression; wir haben hier tiblicherweise
X =R, und es geht darum, aus einer gewissen (endlichen) Menge von Ko-
ordinaten eine Funktion zu extrapolieren, die durch diese Koordinaten geht
(oder zumindest in der Ndhe der Koordinaten passiert).

Der zentrale Punkt ist dabei: es gibt viele Moglichkeiten das zu tun, und
es ist schwer zu sagen dass eine Losung besser ist als eine andere. Intuitiv
ware die Antwort: die einfachste Funktion, die gut approximiert, ist die
beste. Das ist aber nur in manchen Fallen ein sinnvolles Kriterium, weil es
viele verschiedene Definitionen von “einfach” gibt. Man kann eigentlich nur
sagen: ob eine Approximation (sprich: ein Modell appliziert auf ein Problem)
gut ist oder nicht, ist letztenendes eine empirische Frage.

Welche Methode am besten funktioniert, ist durchaus vom Problem abhéngig:
es kann sein dass eine Methode fiir ein Problem sehr gut funktioniert, fiir ein
anderes Problem nicht.

Neuronale Netze haben aber in den letzten Jahren auf praktisch allen
Feldern der kiinstlichen Intelligenz durchschlagende Erfolge erzielt. Warum
das so ist weif eigentlich niemand genau; wir werden versuchen diese Tatsache
hier ein wenig zu beleuchten, aber letztlich ist das ein empirisches Phanomen,
das man nur im Nachhinein versuchen kann zu erklaren.

Nimm z.B. einen Datensatz

DCRxRxR

Wir haben also z.B. D = {(2,6.4,3.92), (4.9,3.57,2.51), ...}. Es stellt sich er-
stmal die Frage: was wollen wir daraus lernen? Hier gibt es verschiedene
Moglichkeiten. Eine Antwort wére:

Die Aufgabe Wir mochten die dritte Komponente vorhersagen, gegeben
die ersten beiden. Das bedeutet: wir mochten approximieren eine Funktion

fTRxR—=R
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und zwar anhand einer Menge von Datenpunkten: (2,6.4,3.92) € D bedeutet
dann soviel wie:

(1) f(2,6.4) = 3.92 (baw. f(2,6.4) ~ 3.92)

Sprich: jeder Datenpunkt ist eine Instanz der Funktion. Wir versuchen die
komplette Funktion die rekonstruieren, oder bzw. besser: eben zu approx-
imieren (die Griinde hierfiir sind verschieden: wir mochten nicht unbedingt,
dass unsere Rekonstruktion genau mit den Instanzen iibereinstimmt, denn 1.
kann das zu overfitting fithren, und 2. haben wir oft Rauschen/Stérungen in
den Daten).

Also nochmal kompakt:

1. Wir nehmen einen Datensatz (eine endliche Relation, normalerweise)

2. Wir entscheiden welche Komponenten die Argumente der Funktion
sind, welches die Werte

3. Auf diese Art bekommen wir die Instanzen einer Funktion, der Form

f(a;) = b;

4. Diese zugrundeliegende Funktion versuchen wir dann, mit unseren Mit-
teln, zu approximieren.

Das nennt man maschinelles Lernen.

Hypothesenraum Das Grundproblem ist dass wir f normalerweise nicht
kennen, d.h. wir kénnen nie wissen, ob unsere Induktion erfolgreich war oder
nicht. Wir werden die Zielfunktion f auch niemals kennenlernen. Deswegen
spielt f keine wichtige Rolle, und alles, was wir vorschlagen, sind immer nur
Hypothesen. Wir nennen unsere Hypothesen h, und natiirlich, falls wir
eine Funktion f : M — N approximieren wollen, dann haben wir

h: M — N

Alles was wir wissen konnen ist ob bzw. wie gut A tibereinstimmt mit f
auf dem endlichen Datensatz D von Instanzen, den wir zur Verfiigung haben.
Umso wichtiger ist dafiir er der sogenannte

Hypothesenraum H,



d.i. eine Menge von moglichen Funktionen, aus der wir h auswahlen. Der
Raum H ist durchaus nicht vorgegeben im Rahmen des Induktionsproblems,
und die Wahl ist oft alles andere als einfach. Der Hypothesenraum entspricht,
etwas moderner, dem Modell, das wir wahlen, um unser Problem anzugehen.
Jedes Modell hat seine Beschrankungen und Eigenarten, und legt daher die
moglichen Hypothesen a priori fest!

Eine Beispielregression Das kann man sehr schon am Beispiel einer Re-
gression sehen. Nehmen wir an, wir mochten eine Funktion

f:R—=R
induzieren, z.B. um die Korrelation
Tagestemparatur ~ Straftaten

an einem gewissen Ort zu bestimmen (letztere gemittelt iiber einen langeren
Zeitraum). Hier sieht man {ibrigens bereits, warum man nicht unbedingt will,
dass f.a. Instanzen f(a) = b auch gilt h(a) = b — denn es handelt sich ja nur
um Mittelwerte, und die Kriminalitat wird ja von vielen anderen Faktoren
beeinflusst, nur indirekt von der Temperatur.

Unser Datensatz D hat die Form

(10, 25.3), also f(10) = 25.3
(14,27.8), also f(14) = 27.8

etc.

Da D eine Teilmenge des Funktionsgraphen von f ist, ist unsere Aufgabe
ist wie folgt umrissen:

Finde eine Funktion h € H, so dass fiir alle (z,y) € D, h(z) ~ y.

Man nennt das die Konsistenzbedingung: die Hypothese soll moglichst
konsistent mit den Daten sein — je konsistenter, desto besser, denn das ist
unser einziges gute Auswahlkriterium.

Und jetzt die Frage: was ist H, unser Hypothesenraum? Hier gibt es
folgende Uberlegungen:

Je einfacher h ist, desto iiberzeugender wiirden wir es finden.



Z.B.: sei

x
() M(x)=3+k

(ist einigermaflen konsistent mit den Datenpunkten). Das wére sehr schon,
und wir konnten sagen:

Ein Anstieg von 2° Celsius bedeutet eine zusatzliche Straftat.

Wir konnten auch sagen: wenn es im August im Schnitt 25° warmer ist als
im Dezember, dann haben wir im Schnitt 12.5 Straftaten mehr pro Tag. Das
ware also eine sehr interessante Entdeckung!

Andererseits, es ist sehr unwahrscheinlich dass ein so komplexer, mittel-
barer Zusammenhang so einfach ist, und so ist es sehr unwahrscheinlich, dass
fur alle (z,y) € D wir tatsichlich hi(xz) = y haben. Es gibt sicherlich eine
Funktion hs, die in dieser Hinsicht wesentlich besser ist, z.B.

(3)  hy(x) = 2° 4 62* — 142° 4 152 — 8z

Nehmen wir an, hg ist genauer auf D als hy. Wiirden Sie sagen, dass hs
plausibler ist? Eher nicht: wir wiirden sagen, dass die Komplexitat von ho
ein Anzeichen dafiir ist, dass sie “mafigeschneidert” ist auf D und

schlecht generalisiert.

Das liegt v.a. daran, dass hy extrem komplex ist im Vergleich zu h;. Selbst
wenn sie wirklich ernsthaft adaquater ware, ware Sie deutlich schlechter,
einfach weil sie viel uninformativer ist. Das besagt also:

Wenn die richtige Hypothese darin ist, dann ist ein kleiner Hy-
pothesenraum immer besser — sie ist dann einfach besser zu finden!

Wir treffen hier auf ein sehr grundlegendes Prinzip, namlich das sog.
Rasiermesser von Ockham (Ockham’s razor), das besagt:

Die beste Hypothese aus einer Anzahl von Hypothesen die konsis-
tent sind mit den Daten ist die einfachste.

Allerdings sieht man bereits an unserem Beispiel, dass das eine sehr weiche
Bedingung ist: denn hsy passt besser als hy, und es hangt nun alles davon ab,
wie wir Konsistenz definieren. Es handelt sich also um eine weiche Richtlinie
(die nichtsdestotrotz von grundlegender Bedeutung ist).
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Wir konnen dieses Problem evtl. vermeiden, indem wir unseren Hypothe-
senraum a prior: beschranken. Z.B. konnen wir sagen: uns interessieren nur
die Polynome 2ten Grades, also Funktionen der Form

(4) 2°+axr+b
Dabei gibt es folgendes zu beachten:

e Je kleiner der Hypothesenraum H, desto einfacher ist es, zwischen den
konsistenten Hypothesen einen Kandidaten auszuwahlen.

e Aber: je kleiner die Hypothesenraum, desto groler ist auch die Wahrschein-
lichkeit, dass die korrekte Funktion gar nicht darin enthalten ist, also

f¢H.

Es gibt also Griinde die dafiir und dagegen sprechen, H zu verkleinern. Wenn
z.B. f ¢ H, dann haben wir natiirlich keine Moglichkeit, die korrekte Funk-
tion zu induzieren. Da wir f nicht kennen, gibt es keine Mdoglichkeit, dass
auszuschlieflen.

Nehmen wir z.B. an, die korrekte Korrelation (die wir natiirlich nicht
kennen) wére

(5)  f(z) =ax+ b+ csin(x)

das bedeutet: wir haben eine wachsende Wellenfunktion: Kriminalitéat erlebt
bei steigenden Temperaturen immer wieder Scheitelpunkte.

e Solange wir also annehmen dass H aus Polynomialen besteht, werden
wir niemals die richtige Funktion finden, sondern immer unmoglichere
Polynomialfunktionen suchen miissen, solange wir mit neuen Daten
konfrontiert werden!

Wir sehen also wie wichtig der richtige Hypothesenraum ist!
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1.1 Test und Trainigsdaten, Overfitting und Underfit-
ting

Es gibt fiir das ML zwei groffe Probleme, oder besser gesagt: zwei Arten, wie
unsere Ergebnisse danebenliegen konnen, namlich

e overfitting und

e underfitting.

Underfitting Dies ist normalerweise weniger problematisch. Underfitting
bedeutet einfach: unser Hypothesenraum ist zu klein. Es gibt keine Funk-
tion in H, die das zugrundeliegende Muster von f ausreichend fassen kann.
Underfitting kann man daran beobachten, dass es auf den Trainingsdaten
einen ziemlich hohen Fehler gibt (dazu spater mehr), als es gibt viele a; so
dass f(a;) % h(a;). Deswegen ist dieser Fehler gut sichtbar.

Overfitting Das ist ein grofles Problem im maschinellen Lernen, das uns
permament verfolgen wird, und das man nur mit ausgefeilten Methoden
in den Griff bekommt. Overfitting kann man mit Untergeneralisierung O
iibersetzen: wir generalisieren Dinge, die reiner Zufall sind. Anders gesagt:
die Hypothese ist soz. mafigeschneidert fiir die Daten, und wird nicht ausre-
ichend verallgemeinern und von irrelevanten Dingen abstrahieren.
Overfitting ist deswegen problematisch, weil man es nicht am Trainings-
fehler sieht, ganz im Gegenteil: wenn das Modell overfittet, dann ist der
Trainingsfehler sehr klein! Was man also macht ist folgendes:

e Man teilt den Datensatz in Test- und Trainingsdaten auf (20 zu 80)

e Man trainiert das Modell auf den Trainingsdaten, d.h. man setzt die
Parameter des Modells

e Erst wenn das Training beendet ist, das Modell fertig “gelernt” hat,
schaut man: wie grof} ist der (durchschnittliche) Fehler auf den Test-
daten?

Der entscheidende Punkt:

Wenn der Fehler auf den Testdaten deutlich grofier ist also auf
den Trainingsdaten, dann haben wir wahrscheinlich overfittet!

12



Die Partition der Daten in Training und Test sollte rein zuféllig geschehen;
iiblicherweise nimmt man ein Verhaltnis 4:1 an. Es kann evtl. Probleme
geben, wenn wir nicht gentigend haben, wir also keine Daten fiir den Test
“entbehren” konnen. In diesem Fall nutzt man die Methode der cross-
validation: wir partionieren unsere Daten in Test- und Trainingssatz, wobei
der erstere viel zu klein ausféllt. Das wird dann allerdings immer wieder
iteriert (z.B. ist jeder Datenpunkt einmal Trainingsatz). Das liefert jedesmal
ein (etwas) anderes Modell, aber am Ende kénnen wir iiber die Ergebnisse
mitteln und so sehen, ob das Modell insgesamt stimmt.

Deswegen ist es im Maschinellen Lernen unerlasslich, Test- und Train-
ingsdaten zu trennen. Allgemein gilt folgendes:

e Je miéchtiger eine Modellklasse (grofiler der Hypothesenraum), desto
eher laufen wir ins Overfitting.

e Je maéchtiger eine Modellklasse (grofier der Hypothesenraum), desto
geringer wird der Fehler auf den Trainingsdaten sein. Aber: auf den
Testdaten nicht unbedingt! Die Trennung erlaubt uns also, einfachere
Modelle zu rehabilitieren - vorausgesetzt, sie underfitten nicht.

e Underfitting bedeutet: der Fehler sowohl auf Test- als auch Trainings-
daten ist grof.

e Im allgemeinen gilt: die Grofle des Verhaltnisses Parameter/Datenpunkte
ist ein guter Indikator fiir das Risiko von Overfitting. Je kleiner der
Wert ist, desto besser!

Ein Beispiel Man kann das gut anhand von einem Beispiel erklaren: nehmen
wir an, wir sehen eine Elster im Park ein Nest bauen. Daraus kann man ver-
schiedene Generalisierungen ziehen:

(1)  a. Elstern bauen im Park Nester.
b. Elstern bauen Nester.
c. Vogel bauen Nester.

In diesem Fall ware a. eine Form von Overfitting: wir haben einen Parameter
zuviel, namlich den Ort, der keine Rolle spielt, und daher entgeht uns die
richtige Generalisierung b. Umgekehrt ist c. eine falsche Generalisierung,
denn wir haben einen Parameter zuwenig, die Vogelart, die wir brauchen um
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eine korrekte Generalisierung zu treffen. Es geht also darum, die richtige
Zahl von Parametern zu finden (in unserem Beispiel: Faktoren die relevant
sind), um die richtigen Generalisierungen zu finden. Dafiir gibt es allerdings
kein Patentrezept, wie wir auch im obigen Beispiel sehen: oft hilft es einfach
nur, wenn wir doménenspezifisches Wissen haben, dass wir anwenden (mehr
dazu gleich).

Besser kann man das aber anhand von Funktionsgraphen erkléren (grob
quadratische Korrelation, lineare Funktion underfittet, hohes Polynom over-
fittet).

Storparameter (Ein weiteres Problem hierbei ist, dass es oft Stérparameter
gibt, also Parameter, die nicht relevant sind fiir das was wir suchen. das
konnen typischerweise Mefifehler sein, aber auch durchaus systematische
Dinge: nehmen wir an, wir suchen den Erwartungswert einer Normalverteilung.
Dann ist die Varianz dieser Verteilung ein Storparameter, da sie durchaus
unsere Beobachtungen beeinflusst, aber keine Relevanz hat fiir das was wir
suchen. Da es oft diesen Storparameter gibt, ist es auch nicht immer wichtig,
dass unsere Modelle die Daten exakt reproduzieren: das wére namlich oft
bereits eine Form von overfitting. Viel wichtiger ist, dass die Abweichung
nicht systematisch ist, und das wir eben nicht zuviele Parameter haben.)

Noch zwei kleine Punkte zur Aufteilung der Daten. Dabei gibt es ein
paar Dinge zu beachten.

1. Wir miissen verhindern, dass diese Aufteilung sich dndert, wahrend
unser Algorithmus nicht auf 0 gesetzt wird — sonst passiert genau dass,
was man verhindern will: der Algorithmus sieht die Testdaten und kann
auf ihnen Musterlosungen erzielen. Dann sind natiirlich die gesamten
Ergebnisse wertlos. Man muss also darauf achten dass die Aufteilung
konstant ist. Da die Aufteilung zuféllig erfolgt muss man die Zufallspa-
rameter festsetzen.

2. Falls der Datensatz klein ist, muss man sichergehen, dass der Testsatz
(20%) reprdsentativ ist. Das heifit: alle Merkmale, die relevant sind,
miissen auch vertreten sein. In diesem Fall miissen wir sicher sein, dass
wir alle Merkmale vertreten. Das ist insbesondere schwierig bei kon-
tinuierlichen Merkmalen: hier miissen wir kategorisieren, (sonst konnen
wir keine sinnvollen Aufteilungen treffen; siehe Geron S.53)
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Das bringt uns auf eine weitere wichtige Unterscheidung: bei cross-validation

haben wir streng genommen jedesmal andere Parameter; was gleich bleibt
sind die Hyperparameter. Hyperparameter sind Eigenschaften des Mod-
ells, die nicht von den Daten abhangen, z.B. dass das Modell eine lineare
Funktion ist (ein Polynom). Ubrigens ist auch die Anzahl und Art der Pa-
rameter, die unser Modell hat, ein Hyperparameter. Mit cross-validation
zeigen wir also, dass wir korrekte Hyperparameter gewahlt haben.

Hier gibt es allerdings eine Kleinigkeit zu beachten: nehmen wir an, es
gibt einen Datensatz D, mit dem wir wiederholt verschiedene Modelle (=2
Hyperparameter) testen, indem wir ihn auf verschiedene Art und Weise in
Test- und Trainingssatz spalten. Auf diese Weise schlieflen wir overfitting fiir
die Parameter aus. Eine andere Sache, die jedoch passieren kann, ist dass
wir auf diese Art und Weise overfitting fiir die Hyperparameter bekommen;
denn diese werden immer wieder auf demselben Datensatz trainiert. Das
ist insbesondere ein Problem fiir Gebiete, auf denen Daten nur schwer zu
bekommen sind. Was man deswegen macht ist folgendes: wir machen von
Anfang an eine Dreiteilung der Daten:

1. Trainingsdaten. Fiir ein gegebenes Modell werden hierauf die Parame-
ter trainiert.

2. Development Set (Devset). Hierauf wird dann evaluiert. Wir machen
das fiir verschiedene Hyperparameter, also verschiedene Modelle, und
wahlen damit das beste Modell aus und schlieBen Overfitting der Pa-
rameter aus.

3. Testdaten. Hierauf wird nun das beste Modell evaluiert. Das Ergebnis
wird nun nicht mehr weiter benutzt um Modelle zu optimieren, sondern
das Ergebnis auf den Testdaten ist aussagekrdftig, um z.B. zu sagen,
wie gut ein Modell ist.

Wir sehen also: sobald ein Datensatz genutzt wird, um irgendetwas (Param-
eter, Hyperparameter) zu optimieren, sind die Ergebnisse hierauf nicht mehr
aussagekraftig was die Leistungsfihigkeit des Modells betrifft. Damit stellt
sich die

Frage: Wie konnen wir Betrug verhindern? Das z.B. uns jemand Zahlen
prasentiert (fiir die Qualitdt seines Modells), die auf solchem Overfitting
basieren?
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Antwort: alle Ergebnisse miissen immer replizierbar sein. Die Arbeit muss
so dokumentiert sein, dass jeder das Modell (mit den Daten) und allen
Trainingsschritten rekonstruieren kann. Dadurch ist natiirlich Betrug aus-
geschlossen, denn es reicht bereits eine Anderung der Zufallsparameter (fir
die Datenaufteilung), um ein etwaiges Overfitting zu entdecken.
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2 Maschinelles Lernen — Uberblick

2.1 Was brauchen wir?

Um erstmal einen Uberblick zu bekommen ist es hilfreich, zu erkliren was
man braucht um einen ML-Algorithmus zum laufen zu bringen. Wir brauchen
dazu:

1. Ein Modell, das wir trainieren sollen, und dass am Ende die Aufgabe
beherrschen soll. “Modell” heifit im Prinzip soviel wie: Klasse von
Funktionen.

2. Ein Datenformat, mit dem wir das Modell trainieren konnen. Es ist
wichtig das dieses Format festgelegt ist.

3. Eine Kostenfunktion, die uns sagt, wie weit unser Modell “daneben-
liegt” von der richtigen Vorhersage (Kosten = Falschheit).

4. Eine Optimierungsprozedur, mittels derer wir das Modell schrittweise
verbessern, bis wir konvergieren oder entscheiden dass wir genug “gel-
ernt” haben.

Das ist bereits alles. Was wichtig ist zu verstehen ist dass diese Komponenten
eng zusammenhangen. Z.B. nehmen wir einmal an, unser Eingaben machen
den Raum X aus, unsere Ausgaben den Raum Y. Wir kénnen normalerweise
annehmen, dass

XCR" Y CR.
Unsere Zielfunktion ist also eine Funktion
f: X—=>Y

Nehmen wir an, unser Modell M ist parametrisiert durch eine Zahl/Vektor/Matrix
0 € ©, dem Parameterraum. Das kann z.B. eine Zahl sein im Fall das wir

den Mittelwert einer Normalverteilung suchen; wir nehmen mal diesen ein-
fachsten Fall an. Wir haben also eine Kandidatenmenge M (6) : € ©, und

wir suchen dasjenige 6, das am besten funktioniert. Nun nehmen wir unseren
Datensatz D C X x Y, also die Beobachtungen, die wir haben, und unsere
Kostenfunktion K : Y x Y — R. Damit konnen wir unser Problem etwas
formaler auffassen: wir suchen dasjenige 6, so dass
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2 @yyep K(D(x), M(0)(x))

minimal wird, wir suchen also

(6) argmin Z K(D(z), M(0)(x))

0o (z,y)eD

Das heifit, unsere Optimierung basiert eigentlich darauf, eine geschlossene
analytische Funktion zu minimieren. Das ist zwar konzeptuell einfach, aber
nicht unbedingt in der Praxis: nehmen wir an dass

(7)) M(O)()) = ap2™ + ap12™ '+ ... + a17 + ag

Also unser Modell ist ein Polynom. In diesem Fall sint a,,....,ap = 6 die
Parameter der Funktion. Fiir K nehmen wir die Euklidische Distanz, also

8) K(z,y)=(z—y)?
Dann bekommen wir

9) Z (anz™ + ap_12" '+ 4 a1z + ag — y)?
(z,y)€D

Das kann man ausmultiplizieren und bekommt dergestalt wiederum ein Poly-
nom. Da die resultierende Funktion ein Polynom ist, wobei © C R" ist,
dann koénnen wir einfache analytische Methoden verwenden um ein glob-
ales Minimum zu finden. Wenn aber © eine Matrix oder dergleichen ist,
und L(D(z), M(0)(x)) keine lineare Funktion, dann muss man kompliziertere
Formen der Optimierung verwenden; fiir uns meistens das sog. Gradienten-
verfahren.

(@ ist also nicht sonderlich niitzlich was das praktische Verfahren angeht.
Aber es zeigt uns sehr schon, worum es beim ML eigentlich geht: namlich
einfach Losung fiir @ zu finden; und wenn das nicht geht, dann eine passable
Approximierung hierzu. In den Fallen, die hier interessant sind, ist # iibrigens
nie einfach eine reelle Zahl, sondern wesentlich komplexer.

Unsere Annahme ist hierbei die folgende: wir glauben, dass wenn ein
Modell die Daten gut beschreibt (= geringe Kosten), dann wird es auch
bei neuen Beobachtungen (die also nicht in unseren Daten vorkommen) das
richtige tun. Diese Annahme kann aber aus verschiedenen Griinden falsch
sein; wir werden das in den folgenden Abschnitten besprechen.
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3 Vorspiel 0: Grundlagen der Wahrschein-
lichkeitstheorie

3.1 Bedeutung von Wahrscheinlichkeiten

Eine Sache, die man gleich zu Anfang klaren sollte, ist: was bedeuten eigentlich
Wahrscheinlichkeiten? Ublicherweise ist man versucht zu sagen: wenn eine
Miinze mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 auf Kopf fillt, dann heifit das,
dass sie perfekt symmetrisch ist, und weiterhin: wenn wir sie oft genug wer-
fen, wird sie in ca. der Hélfte der Falle auf Kopf landen. Die Wahrschein-
lichkeit beschreibt also eine physische Eigenschaft und in der Folge ein Ver-
halten.

Das klingt gut, ist aber problematisch: was ist die Wahrscheinlichkeit,
dass es Leben auf dem Mars gibt? Und gegeben dass wir eine Miinze finden
und werfen, was ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie auf Kopf landet? Hier
haben wir einen anderen Begriff von Wahrscheinlichkeit: er driickt die Starke
unserer Uberzeugung aus. Diese kann — im Falle des Mars — mehr oder
weniger informiert sein. Im Falle der Miinze sagen wir: die Wahrschein-
lichkeit, dass sie auf Kopf landet, ist 1/2, denn wir haben keinerlei wis-
sen, dass uns dahin bringen wiirde, Kopf oder Zahl vorzuziehen. Diese uni-
forme Verteilung ist also Ausdruck unserer Ignoranz. Darauf beruht das
Prinzip der Indifferenz.

3.2 Desiderata

Wir haben gesehen dass wir fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie 2 grofie Desider-
ata haben:

1. Wir wollen (aussagen)logische Operationen fiir Ereignisse; und

2. wir mochten die logischen Operationen numerisch interpretieren, d.h.
in numerische Funktionen verwandeln.

3.3 Boolesche Algebren

Logische Operationen kénnen wir in Booleschen Algebren interpretieren:

Definition 1 Sei M eine Menge. Ein Mengensystem M C (M) ist eine
Boolesche Algebra tiber M, falls
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1. Me M, e M;
2. falls N € M, dann ist auch N := M — N € M;
3. falls N1, No € M, dann sind auch Ny U Ny € M.

NB: die Definition impliziert dass falls Ny, Ny € M, dann ist auch N; N
Ny, € M, da Ny N Ny = N; UN,. Unsere Definition betrifft eigentlich nur
einen Spezialfall von Booleschen Algebren, ndmlich solchen iiber Mengensys-
temen. Allerdings kann jede endliche Boolesche Algebra auf diesen Spezialfall
reduziert werden.

ﬂbung: Mengenlehre und Partitionen

e M NN =MUN (Interdefinierbarkeit 1)

e MUN = MnN N (Interdefinierbarkeit 2)

o M =M (doppeltes Komplement)
e (MUN)NO=(MNO)U(NNO) (de Morgan)

Eine Partition einer Menge M ist eine Menge X C (M), dh. X =
{N, ..., N;} (im endlichen Fall), und es gilt:

1. NU..UN, =M
2. fur alle N;, N; € X, entweder N; = N; oder N; N N; = 0.

3.4 Einige Beobachtungen

Wir haben bereits gesagt, dass Wahrscheinlichkeiten Zahlen in [0, 1] sind,
wobei wir die Korrespondenz haben

0 = Unmoglichkeit
1 = Sicherheit

Nun haben wir, aus logischen Griinden folgendes:

(2)  P(A) < P(A oder B) und P(B) < P(A oder B)
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(In Zukunft schreiben wir: P(AU B)). Das ist klar: wann immer A eintritt,
tritt auch A oder B ein, also ist das Ereignis wahrscheinlicher etc. Ebenso
klar ist:

(3)  P(Aund B) < P(A) und P(A und B) < P(B)

(In Zukunft schreiben wir: P(AN B) oder einfach P(AB)). Das ist klar: die
Wahrscheinlichkeit, dass sie bei Ihrer nachsten Radfahrt angefahren werden
ist grofer als die, dass sie angefahren werden und im Zuge dessen 50euro
finden.

Gleichzeitig haben wir folgendes: sei L ein Ereignis, das vollkommen
unmoglich ist, z.B. Sie wiirfeln (mit einem handelsiiblichen Wiirfel) eine 7.
Dann haben wir natiirlich:

(4)  P(AN L) =0; P(AU 1) = P(A)

Also, in Worten: _L ist absorbierend fir Konjunktion und neutral fir Dis-
Junktion.

Umgekehrt, sei T ein Ereignis, dessen Eintritt sicher ist, z.B. dass Sie
eine Zahl zwischen 1 und 6 wiirfeln. Dann haben wir

(5)  P(ANT)=P(A); P(AUT) =1

Also gilt: T ist absorbierend fiir Disjunktion, und neutral fiir Konjunktion.
Nun haben wir, nach Annahme:

6) P(T)=1; P(L)=0

Wir suchen also Operationen, fiir die 1, 0 jeweils neutral bzw. absorbierend
sind. Das wird erfiillt von den Operationen + und -:

(7) n+0=n n-0=0
Ebenso haben wir:

8) n-m<n und n-m<m , fir n,m €10, 1],
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(10) n<n+mund m <n+m, fir n,m € [0, 1]
Wir haben also folgende Korrespondenz:

Konjunktion 2 -
Disjunktion = +

Das Problem ist, dass sich in dem einfachen Fall die Wahrscheinlichkeiten
nicht auf 1 aufsummieren. Wir haben eine Korrespondenz, aber das ist noch
zu einfach gedacht. Das sieht man auch an folgendem Beispiel:

(11)  P(ANA) = P(A) # P(A) - P(A)
(12)  P(AUA) = P(A) £ P(A) + P(A)

Konjunktion und Disjunktion sind also idempotent, im Gegensatz zur Ad-
dition und Multiplikation. Die Materie ist also durchaus komplex; es gibt
allerdings eine wunderbar elegante Losung, die uns mit allen notigen Rechen-
regeln versorgt.

3.5 Definition von Wahrscheinlichkeitsraumen

Folgende Definition stammt von Kolmogorov, und ist das Ergebnis langer
Uberlegungen und Dispute.

Definition 2 FEin Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (Q, 2, P), wobei
A C p(Q) eine Boolesche Algebra ist, und P : A — [0,1] eine Wahrschein-
lichkeitsfunktion, so dass

1. P(Q) =1;
2. P(0) =0, und

3. falls Ay, As, ..., A, paarweise disjunkt sind, dann ist

P(U?:l Ai) = Z?:I P(Ai)

Zur Erklarung: mit paarweise disjunkt meint man: fiir alle 7, j so dass
1<i,j<n,fallsi+# j, dann ist A, N A; = 0.
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Die Bedingung der Booleschen Algebra ist wie folgt zu verstehen: falls
A, B C Q Ereignisse sind, die eine Wahrscheinlichkeit haben, dann haben
auch die Ereignisse AU B (d.h.: A oder B trifft ein), AN B (d.h. beide A
und B treffen ein) und A (d.h. A trifft nicht ein) eine Wahrscheinlichkeit.

3.6 Ereignisse und Ergebnisse

Wir nennen eine Menge A C () ein Ereignis; wir nennen a € 2 ein Ergeb-
nis. Meistens entspricht ein Ergebnis a einem Ereignis {a}. Aber nicht
immer ist das intuitiv: nehmen wir an, wir wiirfeln mit zwei Wiirfeln, wobei
unsere Ergebnisse die Form haben

(m,n)

Nun ist “der erste Wurf ist eine 2” kein Ergebnis, sondern ein Ereignis,
namlich das Ereignis

{(2,1),...,(2,6)}

Daher weisen wir Wahrscheinlichkeiten normalerweise Ereignissen zu, nicht
Ergebnissen.

3.7 Die Komplement-Regel

Wir kommen nun zu den Rechenregeln. Die Regel fiir die Berechnung des
Komplementes P(A) aus P(A) lautet wie folgt:

(10) P(A)=1- P(A)
Das lasst sich sehr einfach ableiten: wir haben

1. P(AUA) = P(Q) =1 und

2. AnNA=0;
also:
1= P(AUA)
= P(A) + P(Z)
<1 —P(A)= P(Z)



3.8 Die Summenregel

Die Summenregel erlaubt es uns, die logische Disjunktion rechnerisch aufzulosen.
Die Summenregel lautet:

(11) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

Intuitiv bedeutet das: um die Wahrscheinlichkeit einer Disjunktion zu berech-

nen, reicht es die Wahrscheinlichkeiten zu addieren, wenn man nur die Wahrschein-
lichkeitsmasse abzieht, die auf die Konjunktion beider Ereignisse entfallt (il-
lustrierbar mittels Venn-Diagramm). Das lasst sich wie folgt ableiten aus

den Axiomen:

P(AUB)=P(AU(BNA)) (Mengenlehre)
= P(A)+ P(BNA) (Disjunkte Mengen)
= P(A)+ P(BN (AU B)) (Mengenlehre)
=P(A)+ P(BN(ANB)) (Mengenlehre)
=P(A)+ P(BNn(ANB)) (Mengenlehre)
= P(A)+ P(BU (AN B)) (Mengenlehre)
= P(A)+ (1 - P(BU(ANB))) (Subtraktionsregel)
= P(A)+ (1 - P(B) + P(ANB)) (Disjunkte Mengen)
=PA)+(1-(1—-P(B))+P(ANB)) (Disjunkte Mengen)
=P(A)+(1-(1—P(B)) — P(ANnB)) (Arithmetik)
=P(A)+(1—-1)+P(B)— P(ANB)) (Arithmetik)
= P(A)+ P(B) — P(ANB)) (Arithmetik)

3.9 Die Produktregel

Um die Konjunktion sinnvoll zu interpretieren, brauchen wir die Definition
der bedingten Wahrscheinlichkeit. Wir definieren

P(ANB)

(12) P(AIB) = — 5

Nehmen Sie nun an wir suchen die Wahrscheinlichkeit P(AN B); wir bekom-
men sie durch eine ganz simple Termumformung:

(13) P(ANB) = P(A|B)P(B)
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Da P(AN B) = P(BN A) (N ist kommutativ), bekommen wir also die
Produktregel:

(14) P(ANB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

Intuitiv ist das wie folgt zu verstehen: wenn A und B eintreffen, dann be-
deutet dass das 1. A eintrifft und 2. unter dieser Voraussetzung B eintrifft
(oder umgekehrt). Wichtig ist: P(A|B) sagt nichts iiber zeitliche Reihen-
folge! So ist die Formel intuitiv richtig. Wir werden spéter noch mehr zum
Konzept der bedingten Wahrscheinlichkeit erfahren.

Diese Umformung mag einem auf Anhieb nicht sehr hilfreich erscheinen,
allerdings ist sie eines der zentralen Gesetze. Denn in der Praxis kennen
wir oft bedingte Wahrscheinlichkeiten besser als unbedingte, so dass wir uns
das Gesetz leicht zunutze machen kénnen. Es gibt tibrigens noch eine allge-
meinere Form der Produktregel:

(15) P(ANB|X) = P(A|BX)P(B|X) = P(B|AX)P(A|X)

Das generalisiert die letzte Formel, da X beliebig (auch leer) sein kann.

3.10 Das sog. Bayessche Gesetz und seine Bedeutung

Das Bayessche Gesetz bzw. Theorem ist im Prinzip auch nichts anderes als
eine Term-Umformung, vorausgesetzt alle Definitionen soweit. Es sieht wie
folgt aus:

(16)
B P(ANB) B P(ANB) P(A) B P(BNA)P(A) B P(A)
PAIB) = =5m = —pmy @y~ Py o) P BE)

Die Bedeutung ist folgende: wir haben Wahrscheinlichkeitstheorie eingefiihrt
als ein Werkzeug, um uns rational zu verhalten. Noch haufiger werden wir sie
benutzen, um eine rationale Sicht der Dinge zu bekommen. Die Frage wird
sein: gegeben unsere Beobachtungen, was ist die wahrscheinlichste Annahme
iiber die Natur der Dinge? Seien also B unsere Beobachtungen, H eine
Hypothese (liber zugrundeliegende Wahrscheinlichkeiten); wir suchen also
P(H|B). Das lésst sich aber nicht ohne weiteres errechnen; wir bekommen
normalerweise nur P(B|H)! Das Bayessche Gesetz erlaubt uns aber, von
P(B|H) zu P(H|B) zu gelangen — mit einen Seitenannahmen, doch dazu
spater mehr.
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4 Exkurs: Conditional Random Fields

4.1 Definition

Wir geben hier eine Einfithrung in sog. conditional random fields, nicht
weil sie im engeren Sinne mit DL zu tun haben, sondern weil die Praxis
gezeigt hat, dass fiir manche Anwendungen (sequence to sequence) die beste
Performance durch die Kombination von tiefer Architektur und CRF erreicht
wird.

CRF basieren auf ungerichteten Graphen, also Strukturen (V, F), wobei
V eine Menge ist, £ C V? die Menge der Kanten zwischen den Knoten.
Wir weisen, so wie immer in probabilistischen graphischen Modellen, jedem
Knoten v € V' eine Zufallsvariable zu; wir haben also eine Familie Y =Y, :
v € V. Die wichtigste graphentheoretische Relation ist die Nachbarschaft
im Graph, v ~ ¢v' gdw. (v,v") € E. Da unser Graph ungerichtet ist, ist ~
symmetrisch.

Was man zusatzlich braucht, ist eine Menge von Beobachtungslabeln,
die wir X nennen, die label selbst nennen wir x € X. Der Sinn hierhinter ist
folgender: CRF transduzieren Sequenzen zu Sequenzen; X sind die moglichen
Beobachtungen; die Eingabe befindet sich also in X* (endliche Folge iiber X).
Die Ausgabe sind die Werte, welche die Zufallsvariablen annehmen (schreiben
wir y). Die Beobachtungen X sind keine Werte der Zufallsvariablen!

Der nachste Schritt besteht darin, dass wir eine Menge von konditionalen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen definieren. Hier zédhlen aber nicht nur
die Werte, welche die anderen Variablen annehmen, sondern auch die Beobach-
tung, die wir in der Variable machen.

(17) P(Y|z,Yy : v~ ')

Wichtig ist hierbei, dass gilt: jede Verteilung ist vollig durch 1. die Beobach-
tung und 2. seine Nachbarverteilungen bestimmt. Das definiert man mittels
folgender Gleichung:

(18) P(Y,|z,Yy : v~ z) = P(Yy|z,Yy 1 v #£0)

Wir haben im Graphen also die Markov-Eigenschaft: nur die Nachbarn
bestimmen einander. Das bedeutet aber nicht, dass zwei nicht benachbarte
Knoten sich nicht beeinflussen: sie beeinflussen ihre Nachbarn, die wiederum
die Nachbarn beeinflussen etc. Man stellt sich den Graphen also am besten
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als ein Netz vor, durch welches Information fliesst, und in welchem der Fluss
dadurch blockiert wird, dass wir den Wert einer Variable kennen.

Was wir definieren wollen ist normalerweise folgendes: eine Wahrschein-
lichkeit

(19) P(417)

die uns sagt, wie wahrscheinlich ein Labelling fiir eine Eingabesequenz ist.

Am Ende suchen wir natiirlich die wahrscheinlichste Ausgabe, aber das ist

ein anderes Problem, das man Dekodierung nennt. Wahrscheinlichkeiten

berechnen wir wie folgt: wir haben sog. Merkmalsfunktionen f; mit Gewichten
Aj. Wir definieren dann

m n

(20) score(Ys=y|z) = Z Z)\ fi(x, xjimy)

=1 =1

777Hier die Frage: was spielt eine Rolle? Natrlich die Beobachtung selbst;
aber dann: die umgebenden label, oder wie sie gelabelt werden, oder beides?
Potentiell beides. Auf Sequenzen erweitert bedeutet das:

(21) score(Y; = y|sin) = ZA fi(8iny, Y, i~ )

Wir haben hier also das label der i-ten Stelle, dass sich als score errechnet aus
Eingabesatz (alle Beobachtungen stehen zur Verfiigung!), sowie den labeln
die benachbarten Variablen. Der score der Ausgabesequenz errechnet sich
wie folgt:

m n

(22) score(solsin) = 3 S Ay (5,8, Y = g5 11 ~ )

j=1 i=1

Daraus wird eine Wahrscheinlichkeit (was nicht unbedingt néotig ist, aber
pro forma gemacht wird) mittels

exp(score(Sout|Sin))

23) P out|Sin) —
(23) P(Sout|sin) S texp(SCOT’@(Sout|5in))
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Der Index ¢ ldauft iiber die Sequenz; wenn wir also die triviale Sequenz
nehmen (Lénge 1), dann bekommen wir:

(24) score(Y1 = y1|z1) = Z i fi(yn, @i, vi)
j=1

Das Modell ist sehr liberal und muss fiir jede praktische Anwendung deut-
lich restringiert werden. Insbesondere die Merkmalsfunktionen miissen von
Hand ausgearbeitet werden — und das ist immer schlecht!

4.2 Ein Beispiel

Ein einfaches und gelaufiges Beispiel ist das bekannte Problem des POS-
tagging: gegeben einen Satz (d.i. eine Folge von Wortern) sollen wir eine
ebenso lange Folge von POS-tags generieren. In diesem Fall wihlen wir
zunachst eine “Fenstergrofie”, die uns angibt, in welchem Rahmen wir die
zugewiesenen POS-tags voneinander abhéngig machen wollen, z.B. 2 nach

vorne, 2 nach hinten. Das bedeutet, dass wir einen Graphen mit 5 Knoten
7777

4.3 Parameter schatzen
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5 Lineare Modelle

5.1 Die einfache lineare Regression

Ein sehr wichtiges und einfaches Verfahren des maschinellen Lernens ist
die lineare Regression. Hier wird versucht, eine Funktion mittels einer lin-
earen Funktion zu approximieren. Etwas allgemeiner verwendet man lineare
Regression fiir die Approximation mittels Polynomialfunktionen beliebigen
Grades. Nehmen wir erstmal eine einfache lineare Funktion f : R — R, die
die Form haben soll:

(25) f(x)=ax+Db

wobei a, b € R die Parameter sind. In diesem Fall muss unser Datensatz D C
R x R einfach eine Abhéngigkeit zweier reellwertiger Parameter darstellen.
Wir setzen als Konvention

D = {(ay,by), ..., (an, by)}

und fiir x = a; schreiben wir y, fir b;, also der Wert den D x zuweist. Wir
suchen nun diejenige lineare Funktion, die die Differenz minimiert, also

(26) argmingper Z (ax +b—y)*
(z,y)eD

Das Quadrat ist dafiir da, dass Werte positiv werden — sonst wiirden sich neg-
ative und positive Abweichungen ausgleichen. Damit gewichten wir natiirlich
weitere Abweichungen starker, was nicht unbedingt erwiinscht ist; allerdings
gibt es kaum andere Moglichkeiten: die Betragsfunktion | — | ist nicht dif-
ferenzierbar, wir brauchen allerdings die erste Ableitung der Funktion, wie
wir unten sehen werden.

Wir machen nun einen Trick: eigentlich sind die Parameter a, b festgelegt,
wahrend x das variable Argument der Funktion ist. Weil wir aber nur an den-
jenigen x interessiert sind, die in unserem Datensatz auftauchen (d.h. endlich
viele), wahrend wir alle reellen Parameter beriicksichten miissen. Daher ist
die Funktion, die wir minimieren miissen, eigentlich folgende:

(27) Z (ax+y—0)?=(@z+y—b)°+ ... + (e, +y — by)?
(a,b)eD
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Hier haben wir einfach die Konstanten und Variablen vertauscht, und da-
raufhin eine arithmetische Umformung vorgenommen. Am Ende bekommen
wir die einfache Form (denn ay, ..., an, b1, ...b, sind einfache gegebene Kon-
stanten), wir haben natiirlich

(28) (ayx +y—b1)?* = a12® + 9> + a2y — aybyx — by + b

Diese Umformung machen wir fiir alle Summanden, und da alle dieselben
Variablenformen aufweisen, konnen wir aufaddieren; bekommen also:

(29) Z (ax +y —b)*> =az® +by* + cxy +dr +ey + f
(a,b)eD

Wobei a = a? +...+ada%, b=mn, ..., f =b?+ ... +b2. Wir suchen nun einfach
(30) argming yeraz® + by® + cxy +dx + ey + f

Das berechnet man mit der gewohnten Methode: wir bilden (in diesem
Fall partielle) Ableitungen und konstruieren damit den Gradienten. Das
ist natiirlich besonders einfach:

(81) Vf(z,y) = (2az + cy +d), (2by + cx + ¢))
Wir haben also 2 Gleichungen, die wir auf 0 setzen miissen:

(32) 2ax + cy+d=0
(33) 2by +cx+e=0

Wir haben 2 Gleichungen und 2 Variablen, also eine Losung:

cy +d
34 = —
(34) = 5
also

2
d
(35) Qby—%iwon
a
cd — 2ae

36 _
(36) y 4ab — c?

Wir haben also die Nullstelle fiir z,y berechnet, und wissen somit, wie wir
die Funktion minimieren konnen.
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5.2 Der komplexe lineare Fall

Im komplexeren lineare Fall nehmen wir an, dass
(37) f(x) = apa" + a, 12"+ ... +ag

f ist also nun ein Polynom, keine lineare Funktion mehr. Warum ist das im-
mer noch lineare Regression? Weil wir, bei der eigentlichen Regression, also
der Suche nach den Parametern die die beste Funktion ausmachen, x als eine
Konstante behandeln (wir setzen ndmlich Datenpunkte ein, bekommen also
einfach konstante Werte in R), wéhrend die eigentlichen Variablen die Werte
ag, ..., a, sind. In diesen Werten ist die resultierende Funktion nach wie vor
linear — wir haben also einen Fall der etwas komplexer ist als der vorherge-
hende, aber nach wie vor durch die Losung linearer Gleichungssysteme 16sbar
ist.

(38) f(wo,...rn) = Z (a"z, + a" 4.+ xg — b)2
(a,b)eD

Hier sind a™ etc. und b fixe reelle Zahlen, wihrend die Variablen nur linear
auftreten. Sprich:

Polynomiale Regression ist lineare Regression auf einem speziellen
hoherdimensionalen Datensatz der Form (a™,a"'...,a)

Wir miissen nun
(39) Vf: R 5 R

konstruieren, kriegen also ein lineares Gleichungssystem mit n + 1 Variablen
und n + 1 Gleichungen, das wir entsprechend losen konnen. Lineare Regres-
sion lasst sich also mit elementaren mathematischen Methoden losen, und
das ist der grofle Vorteil dabei.

Eine weitere Erweiterung, die ohne grofie Probleme funktioniert, ist fol-
gende: anstatt einer Funktion f : R — R suchen wir eine Funktion f : R” —
R, die die Form hat

(40) f(x1,....zn) = @121 + a2%2 + ... + anx, + b

Auch das geht ohne grofie Probleme mit den obigen elementaren Methoden,
und auch die Erweiterung auf Polynomialfunktionen (auch wenn natiirlich
alles etwas umsténdlicher wird).
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5.3 Lineare Regression in R

In R gibt es ein einfaches Kommando zur (einfachen) lineaeren Regression,
namlich 1m. Erstmal brauchen wir Daten; dazu nehmen wir eine Menge
D C R% In R geht das einfacher, wenn man zwei Vektoren nimmt:

U1 = (xh ""71"71)7 V2 = (yl» "'7yn)a WObei D = {(xlvyl)a R3] (xnayn)}
Denn hiermit kann man eine einfache Funktion nutzen:
> x < — ¢(-4,-2.8,-1.5,0,0.7,1.9,2.3)

>y < — o(7,4.3,5.2,3.8,3.6,2,0.8)
> plot(x,y,xlim = ¢(-5,5),ylim=c(-7,7))

Hier werden also die Werte von x gegen y geplottet, wobei die Zuordnung
anhand der Stelle im Vektor erfolgt. Nun mochten wir diese Funktion linear
approximieren, also mittels eines Modelles

(41) f(x) =ax+b

Das geht in R ganz einfach mit dem Befehl:
> Iml <= lm(y ~ x)

Wir haben hier das Modell Im1, und das soll y als linear abhangige Vari-
able von x vorhersagen.

> lml
Call:

Im(formula = y ~ x)

Coeflicients:
(Intercept) X
3.4308 -0.7896

Wir bekommen also den intercept, eine konstante die uns sagt wo die Funk-
tion die y-Achse kreuzt, und den slope, also die Steigung, der die lineare
Anhéangigkeit von x liefert; wir haben also:

(42) Iml(z) = —0.7896z + 3.4308
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Das ist also die beste lineare Approximation unserer Daten. Wie gut sie ist
kann man mit der Funktion residuals sehen, die jeweils liefert:

(43) residuals(f) = (f(z1) = y1, ., f(2n) = yn)

In unserem Fall also:
> residuals(lm1)

1.
0.41079392 ...

Man kann die Regressionsfunktion auch schon visualisieren, mittels:

> abline(lm1, col = "red”)

Um Modelle hoherer Ordnung in R zu bekommen, gibt es meines Wissens
nach keinen direkten Befehl. Man kann das aber recht einfach machen.
Zunachst muss man wissen, wie man eine Variable x in Abhangigkeit mehrerer
Variablen setzt. Das geht ganz einfach:

> 1m2 < — lm(y ~ x+2)

Jetzt miissen wir nur noch den passenden Vektor z erstellen:

>z < — 17

> for(i in 1:7)z[i]=(x[i]) "2

> Im2 < — Im(y+ ~ x + 2)

In diesem Fall bekommen wir eine Polynom zweiter Ordnung fiir unsere

Funktion; wir konnen die Ordnung weiter erhohen, bis unsere Residuen bei
0 liegen werden. Die grofle Frage ist: wird unser Modell dadurch besser?
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5.4 Beschrankungen linearer Modelle, lineare Separier-
barkeit

Lineare Modelle sind sehr intuitiv und leicht zu handhaben (trainieren, opti-
mieren). Sie haben aber auch wichtige Beschrankungen — so wie sich immer
Vorteile und Nachteile auswiegen. Eine sehr alte und bekannte Feststellung
ist, dass gewisse sehr einfache Boolesche Funktionen nicht mittels linearer
Modelle berechnet werden konnen. Das bekannteste Beispiel hierfiir ist das
exclusive logische oder, oft mit XOR bezeichnet. XOR ist eine bindre Funk-
tion

{0,1} x {0,1} — {0,1}
definiert durch folgende Tabelle:

XOR

OR 0 1
0 0 1
1 1 0

Diese Funktion ist besonders durch eine Eigenschaft: von

XOR(0, 0)

ausgehend vergroflert sich das Ergebnis mit einer Vergrofierung in beiden
Argumenten einzeln (also monoton steigen). Aber ausgehend von

XOR(0,1) und XOR(1,0)

ist es in den beiden 0-Kompononenten monoton fallend. Anders gesagt:
ob XOR in der ersten/zweiten Kompononente monoton steigend/fallend ist,
hangt von der jeweils anderen Komponente ab!

Um zu sehen warum das nicht gehen kann, brauchen wir den Begriff der
linearen Separierbarkeit. Nimm eine lineare Funktion

f:R* =R
Dann ist die Menge

{z: f(x) > a} fiir ein beliebiges «
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trennbar durch eine Hyperebene im Vektorraum R™ (also im Fall n = 1 ein
Punkt, im Fall n = 2 eine Gerade, im Fall n = 3 eine Ebene etc.).

Wenn man die XOR-Funktion in eine Ebene zeichnet (bzw. die beiden
Datenpunkte), dann ist klar dass es keine Linie geben kann, die die Werte
> 1 von denen < 1 separiert.

Das ist eine wichtige Beobachtung, die die Beschrankungen linearer Funk-
tionen zeigt. Falls wir aber lineare Funktionen im allgemeineren Sinn nutzen
(also Polynome), stimmt die lineare Separierbarkeit bereits nicht mehr; allerd-
ings bleibt die Separierbarkeit durch eine — je nach Grad des Polynoms — kon-
stant begrenzte Menge von Hyperebenen, und das Problem des XOR lasst
sich neu stellen. Vergleiche auch: lineare Regression vs. nearest neighbour
regression.

Anhand dieses Beispiel kann man auch die Wichtigkeit nichtlinearer Funk-
tionen zeigen: wenn wir unsere Eingabedaten nicht-linear transformieren,
z.B. mittels der Funktion

(44) o(z,y) = (z -y, +y)

dann bekommen wir eine Funktion

XOR 0 1 2
0 0 1 -
1 - -0

Das Problem hierbei ist: die passende nichtlineare Transformation zu finden
setzt im Normalfall voraus, dass wir das Problem um das es sich handelt,
bereits gut verstehen, und das wir die gesuchte Generalisierungen bereits in
groben Umrissen kennen. Genau das mochten wir beim maschinellen Lernen
aber nicht voraussetzen!
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5.5 Abschluss unter Komposition

Eine wichtige Eigenschaft linearer Funktionen ist ihr Abschluss unter Kom-
position, dann heiffit: wenn wir ein lineares Modell auf ein lineares Modell
applizieren, dann resultiert daraus eine lineare Funktion. Wir definieren, wie
iiblich, f o g durch f o g(x) = f(g(x)). Der Abschluss unter Komposition
sagt nun: falls f, g lineare Funktionen sind, dann ist auch f o g eine lineare
Funktion. Das kann man fiir den einfachen Fall sehr schon zeigen: sei

(45) fx)=ax+0b
(46) g(x)=cx+d
Nun ist
fog(z)=f(g(z)) =alcx+d)+b
=acx +ad+b

= (ac)xr + (ad + b)

also offensichtlich eine lineare Funktion. Man kann das, nach demselben
Muster, auch fiir komplexere Funktionen zeigen (Polynome, Matrizen auf
Vektoren). Die Schlussfolgerung hieraus ist: wir werden nicht méchtiger,
wenn wir lineare Modelle hintereinander schalten. Das bedeutet auch: die
nichtlinearen Aktivierungsfunktionen in neuronalen Netzen sind entscheiden
— wenn die nicht waren, dann ware das ganze Netz ein lineares Modell. Die
Machtigkeit von neuronalen Netzen basiert also auf der Abfolge

lineares Modell - nichtlineares Modell - ... - lineares Modell - nichtlineares
Modell

Wenn wir die Kombination lineares Modell4+nichtlineares Funktion nehmen,
dann haben wir keinen Abschluss unter Komposition: es gibt also eine echte
Hierarchie von Klassen von Funktionen

(47) ()
(48) ny ol (z)
(49) loongoly(x)
(50) ngolyomngol(x
(51)
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wobei [; jeweils eine lineare Funktion ist, n; jeweils eine nichtlineare Funk-
tion. Je mehr solche Funktionen wir hintereinander schalten, desto machtiger
wird die Klasse der Funktionen, die wir auf diese Weise berechnen konnen.
Hierauf basiert die Machtigkeit neuronaler Netze und das universelle Approx-
imationstheorem.
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5.6 Hohere Dimensionalitat

Wie wir gesehen haben, kommt linearen Modellen kommt im maschinellen
Lernen eine iiberragende Bedeutung zu, vor allem da wir lineare Modelle in
einer geschlossenen Form optimieren konnen. V.a. aber sind lineare Modelle
auch von entscheidender Bedeutung, um die Bedeutung neuronaler Netze zu
verstehen. Bislang haben wir die Modelle hauptsachlich als Funktionen

M:R—R
aufgefasst. Wir werden jetzt die allgemeinere Perspektive nehmen mit
M:R" — R™

In diesem Fall ist es sehr praktisch, mit Matrizen zu arbeiten. Ein lineares
Modell L ist ein Modell der Form (fiir Eingabe x)

(52) L(x) =Mx+a

wobei M eine Matrix ist (Dimension m x n) und a ein Vektor (Dimension
m). Hier brauchen wir Matrixmultiplikation: sei also x ein Vektor mit Lange
n, d.h. wir haben n Komponenten/Parameter als Eingabe. Das bedeutet:
M ist eine Matrix mit m x n Feldern, wobei wir m frei wéhlen kénnen (d.h.
es ist unabhéngig von der Eingabe — siehe Diskussion oben); a ist dann ein
Vektor mit m Komponenten, ebenso wie die Ausgabe ein Vektor ist mit m
Komponenten.
Um ein konkretes Beispiel zu liefern: nehmen wir an,

X = (l’l, X2, xd)

hat Lénge 3; wir wollen eine Ausgabe der Lénge 2, also setzen wir m = 2,
und

23 1.2 4
(53) M = ( 1 3.7 10)
(54) a=(5,6.3)
Dann haben wir also:

(56) = (2.37) + 1.2z + 4wz + 5, 1oy + 3.729 + 1033 + 6.3)
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Das bedeutet: wir haben ein schones, mehrdimensionales lineares Modell, das
sich sehr einfach als Matrix darstellen lasst. Wir bekommen also als Ausgabe
einen Vektor der Lange 2, wobei jede Komponente die drei Eingaben mit
komponenten-spezifischen Parametern berticksichtigt. Das entscheidende ist:
es bleibt bei den linearen Operationen Addition und Multiplikation.

Wie funkioniert nun hoherdimensionale Regession? In diesem Fall haben
wir einen Datensatz D C R™"™ wobei wir schreiben

D = {(?7172171), v (?72,117,)}

Sprich, wir haben Vektoren als Ein- und Ausgaben. Wir suchen also nun eine
ganze Reihe Parameter; genauer gesagt suchen wir eine Matrix M € R"™*"
b € R™, so dass wir

(57) argmin,,; Z d(MT +b)

(0,W)eD

Hier brauchen wir, als Kostenfunktion, die Metrik d(-, -), normalerweise
die euklidische Distanz. Das bedeutet wir bekommen:

(58) argminy; > |[(M&—b)|l,

(v,@0)eD

Wie kann man diese Funktion minimieren? Die tiberraschende Antwort
lautet: die Regression einer Funktion f : R" — R™ zerfallt in m separate
lineare Regressionen:

e Wir erhalten M; und by (also erste Zeile von M, erste Komponente von

—

b) als eine einfache lineare Regression iiber Dy = { (¥, (@W1)1), ..., (¥}, (@W;)1)}
o ..

e Wir erhalten M,, und b, (also erste Zeile von M, erste Komponente

von b) als eine einfache lineare Regression iiber Dy = {(@1, (@1 )m), .-y (75, (0i)m)}
Warum ist das so? Weil alle Operationen, bis hin zur finalen Summierung in
|Z]|, streng unabhéngig sind!
Man beachte aber dass die Metrik dennoch eine Rolle spielt; die Metrik
bestimmt letztenendes, was stéarker gewichtet wird: einzelne Ausreisser oder
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viele kleinere Abweichungen (je grofler p, desto stdrker werden Ausreifler
bestraft).
Auch diese linearen Modelle behalten die zentralen Eigenschaften:

1. Sie sind geschlossen unter Komposition; d.h.: falls L; ein lineares Mod-
ell ist, Ly ebenso und die Anzahl der Parameter stimmt, dann ist auch
L, o Ly ein lineares Modell, definiert durch

(59) Lq o La(x) = L1(La(x))

2. Wenn wir Gleichung [55| betrachten, dann kénnen wir mit elementaren
Methoden die optimale Losung finden. Das bedeutet: das Optimierungsprob-
lem ist 16sbar, wir finden immer die beste Losung.
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6 Die Logistische Regression und das einfache
Perzeptron

6.1 Das einfache Perzeptron

Logistische Regression ist im engeren Sinne keine Regression, sondern Klas-
sifikation; es ist aber eine Klassifikation, die auf linearer Regression aufbaut.
Logistische Regression funktioniert im einfachen Fall, wenn wir 2 Klassen
haben, zwischen denen wir auswahlen, z.B. A und B. Unser Problem ist also
folgendes: wir mochten eine Eingabe in R nach A oder B klassifizieren. Wir
machen das mittels der logistischen Sigmoid-Funktion

B 1
Cl4eT

Einige Beobachtungen: wir haben

(60) S(x)

o limy, .S(x)=0

o lim, ,.S(x) =1

e S(x) € (0,1) fa. z€R

e S(z) ist streng monoton steigend in x

> f <- function(x){1/(1+exp(-x))}
> plot(f,xlim=c(-10,10),ylim=c(0,1))

Allgemeiner nennt man solche Funktionen Sigmoidfunktionen. Ein
anderes Beispiel fiir eine solche Funktion ist

x
1 T(x) =
1) @ = 37
x
2 -
(62) U = 1
_ sinh(z) e —e" 2
(63) tanh(z) = cosh(z) e 4e® e?r 4+ 1

Was allen diesen Funktionen gemeinsam ist, ist dass sie im Bereich um 0
relativ schnell von 0 bzw. -1 Richtung 1 wechseln, sonst fiir grofie posi-
tive /negative Zahlen langsam Richtung 1/0 konvergieren. Es gibt also nur
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cinen kleinen Bereich, in dem eine nicht extreme Anderung im Argument eine
signifikante Anderung im Wert verursacht; ansonsten gibt es relativ schnell
eine Sattigung. solche Prozesse findet man oft in der Natur, z.B. bei Popu-
lationen. Solche logistischen Funktionen haben allerdings die Einschrankung
dass sie nur R — R definiert sind. Aktivierungsfunktionen spielen in neu-
ronalen Netzen eine grofie Rolle, und werden normalerweise auf die einzelnen
Komponenten von Vektoren angewendet.

Wenn wir nun 2 Klassen haben, dann kénnen wir einfach sagen: wir
interpretieren den Wert als eine Wahrscheinlichkeit, also:

(64) P(X = Alz) = S(f(x))

wobei f eine lineare Funktion ist, die wir mittels linearer Regression in-
duzieren. Wir transformieren also eine Funktion in die reellen Zahlen zu
einer Funktion nach [0, 1]:

fR>R= Sof:R—|0,1]

Das Ergebnis konnen wir dann als Wahrscheinlichkeit interpretieren. Das
gibt uns nun einen Klassifikator:

(65) (o) = {A, falls P(X = A|z) > 0.5

B andernfalls
Das funktioniert natiirlich nur, falls wir nur zwei Klassen (hier A, B) zur
Verfiigung haben. Intuitiv bilden wir hier die Eingabe auf eine Wahrschein-
lichkeit ab, und Klassifizieren nach Maximum Likelihood. Natiirlich kann
auch das sehr leicht generalisiert werden auf beliebige Eingaben x € R".

42



6.2 Bedeutung

Die Bedeutung der logistischen Regression ist erstmal folgende: wir suchen
eine Klassifikationsfunktion

f:R*—{0,1}
Wir tun das aber mittels zweier Zwischenschritte:
R” :f> R :S> {0,1}
Die zugrundeliegende Annahme ist hierbei, dass es einen kritischen Bereich
gibt, auf dem die Klassifikation von 0 zu 1 springt und umgekehrt ist; aber

damit man das sieht, muss man zunéachst eine numerische Transformation
durchfithren, namlich die lineare Regression. Man braucht dann

e Einen Schwellenwert s, an dem die Klassifikation umspringt
e und erhalt so einen Klassifikator C.

Genauer gesagt, die lineare Funktion f kann die numerischen Werte so trans-
formieren, dass gilt:

Falls f(z) > s, dann C'(x) = 1, und falls f(z) < s, dann C(x) =0

Das bedeutet, wir haben eine quasi-lineare Abhdngigkeit von unseren Eingabe-
daten und den Klassen. Das kann man noch genauer fassen, es gibt namlich
eine genaue Beschreibung wenn wir den Hyperparameter des Grades der
Funktion mitberticksichtigen. Nehmen wir an, wir suchen einen Klassifika-
tor

C:R—{0,1}
Wir wissen, dass

e Eine lineare Funktion hat eine Gerade als Graphen, kann also einen
gewissen Wert nur einmal annehmen

e Ein Polynom zweiten Grades hat eine Maximalstelle, kann also einen
gewissen Wert hochstens zweimal annehmen.
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e Ein Polynom nten Grades hat n—1 Maximalstellen, n—2 Wendepunkte,
kann also einen gewissen Wert hochstens n — 1-mal annehmen.

Dann heif3t das soviel wie:

e Falls wir eine zugrundeliegende lineare Funktion haben, dann gibt es
ein a € R, so dass falls * < «, dann C(z) = 1 (bzw. 0), ansonsten
C(z) =0 (bzw. 1). Wir spalten also den Eingaberaum R in zwei Teile.

e Falls wir ein zugrundeliegendes Polynom zweiten Grades f, haben,
dann gibt ay, s € R, so dass falls oy < < ag, dann C(z) = 1 (bzw.
0), ansonsten C'(z) = 0 (bzw. 1). Wir spalten also den Eingaberaum
R in drei Teile.

e Falls wir ein Polynom n-ten Grades f,, haben, haben wir a4, ..., a,,, die
R in n 4 1 Teile spalten, und wir klassifizieren auf dieser Basis.

Dasselbe generalisiert sich in hohere Dimensionen, wir nur weniger an-
schaulich. Allgemeiner kann man sagen:

Sei C' ein Klassifikator basierend auf einem einfachen Perzeptron
S o f, S eine Aktivierungsfunktion, f : R™ — R eine lineare
Funktion, und C(Z) = 1 gdw. S(f(Z) > s.

Dann gibt es eine Hyperebene H im n-dimensionalen Raum, so
dass gilt:

C (%) =1 gdw. Z oberhalb/unterhalb der Hyperebene liegt.

Zur Erinnerung:

e cine Hyperebene in R ist ein Punkt

e cine Hyperebene in R? ist eine Gerade
e cine Hyperebene in R? ist eine Ebene
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Wie kann man dieses Konzept formal beschreiben in aller Allgemeinheit?
Eine Hyperebene im n + 1-dimensionalen Raum ist nach Definition eine
Menge von Punkten

(66) H = {§+ )\17:'1 “+ ...+ )\n,ﬂfn . )\1, ;)\n S R}

Man kann das auch aquivalent als Gleichung darstellen: ein Hyperebene ist
die Menge der Losungen einer Gleichung, also

(67) H ={(x1,...,2,) € R" : ayx1 + ... + apxy + apy1 = 0}

wobei die Parameter aq, ..., a,,.1 aus den Ay, ..., \,, errechnet werden konnen.
Man sagt nun: i = (y1, ..., yn) liegt oberhalb von H, falls

(68) a1y1 + ... + aplYn + a1 >0

Dieses Konzept lasst sich nun wieder generalisieren zu Polynomen beliebigen
Grades; das wird aber schnell unanschaulich.
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6.3 Hoherdimensionale Modelle mit nichtlinearen Funk-
tionen

Das Modell des einfachen Perzeptrons wird geradeaus erweitert auf unseren
Fall: wir bekommen

- - -

(69) per(@) =n(MZ+0b) = (n((MZ+b)1,...n(MZ+Db),)

Wir haben bereits besprochen dass ein einfaches (eindimensionales) Perzep-
tron im Prinzip eine Art (weicher) Hyperebene erzeugt: wir haben ober-
halb der Hyperebene den Wert (beinahe) 1, unterhalb den Wert (beinahe) 0;
wahrend um die Ebene selbst ein kurzes Moment der Ungewissheit steht.

Was also macht ein multidimensionales Perzeptron? Wie wir gesehen
haben ergibt sich eine Funktion

(70) f(Z)=MZ+0b

als eine unabhangige Applikation verschiedener einfacher linearer Funktio-
nen. Das bedeudet: per(Z) ist wiederum nur eine Liste von unabhéngigen
Perzeptronen, und macht nichts anderes als m solche Hyperebenen durch den
Raum zu ziehen.

Das bedeutet: ein hoherdimensionales Perzeptron per : R — R™ un-
terteilt den m-dimensionalen Raum mit m Hyperebenen, und jede (bina-
risierte) Ausgabe steht fiir einen der 2™ Quadranten im n-dimensionalen
Raum. NB: es spielt hierbei keine Rolle ob m < n, m = n oder n < m; das
ist grundsatzlich unerheblich.

Wir konnen uns das Perzeptron also geometrisch als Fallunterscheidung
oder Quadranten im Raum vorstellen.
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6.4 Exkurs: nearest neighbour Regression

Nearest neighbour regression ist eine denkbar simple Methode: wir haben
eine Funktion f : V — C, wobei V ein Vektorraum ist, und C eine (endliche)
Menge von Klassen; wir haben eine Menge D C V' x C von Datenpunkten,
mittels derer wir die Funktion f “lernen” sollen. Was wir hierfiir erstmal
brauchen ist der Begriff der Norm:

Eine Norm, definiert auf einem Vektorraum V' ist das eine Funktion

I=1I:V —Rg

es werden also beliebige Vektoren auf einen nicht-negativen Wert abgebildet.
Zusétzlich muss || — || noch folgende Bedingungen erfiillen f.a. v € V, A € R.

L. ||t]| =0 = ¥ =0y (die 0 des Vektorraums, neutral fiir Addition)

2. |A- 9] = |\l - ||]], wobei |\| der Betrag ist (respektiert Skalarmulti-
pikation)

3. |7+ || < ||U]] + ||| (allgemeine Dreiecksungleichung)

Die intuitivste Norm ist die euklidische, die jedem Vektor seine Lange zuweist
(wenn wir einen Vektor als eine Linie vom Ursprung auf seine Koordinaten
(im n-dimensionalen Raum) auffassen. Diese Norm basiert auf einer Verall-
gemeinerung des Satz des Pythagoras:

(71) (0, vl = foh 4 02

In dieser geometrischen Interpretation wird Bedingung 3 zur Dreiecksun-
gleichung: in jedem rechwinkligen Dreieck ist die Lange der Hypothenuse
geringer als die Summe der Lénge der Katheten. Es gibt aber noch viele
weitere Normen, z.B. die sog. p-Norm, wobei p > 1 eine reelle Zahl ist:

(72) [l(ve, s va)lp = (Zlvﬂf’)p

i=1
Fiir p = 1 vereinfacht sich das zu

n

(73) Nl(vr, ey vn)lls =Y Juil

=1
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Das ist die sog. Manhattan-Norm, weil man immer rechtwinklig um die
Blocks fahren muss — das gibt im 2-dimensionalen Fall also die kiirzeste
Strecke in Manhattan an.

Darauf basiert der Begriff der Metrik; jede Norm induziert eine Metrik d
mittels

(74) d(v, @) = ||7 —
wobei natiirlich
(75) U — = (v) — wy, ..., v; — W)
Es ist nicht schwer zu sehen dass gilt:
e d(z,y) > 0 (positiv)
e d(r,y) =d(y,z) (symmetrisch)
o d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung)
Die euklidische Distanz ist definiert durch die euklidische Norm, mit
(76) da(7, @) = |7 — ]

Nun machen wir einfach folgendes: gegeben einen beliebigen Vektor v,
eine Norm || — || mit Metrik d, definieren wir

(77) nnp(v) = argmin g e pd(V, D)

Wir suchen uns also den nédchsten Nachbarn nach unserer Metrik. Als
nachstes machen wir das denkbar naheliegendste: wir machen genau das, was
der néchste Nachbar macht (Einfachheit halber fassen wir unseren Datensatz
D als partielle Funktion D : V' — C auf)

(78) NNRp(7) = D(nnp(7))

In Wort: NNRp : V — (' ist die nearest neighbour regression iiber D, und
diese (vollstdndige) Funktion funktioniert, indem sie fiir jeden Eingabevektor
w zunéchst den (nach Metrik d néchstliegenden Vektor ¢ im Datensatz findet
(ein endliches Suchproblem), um ihm dann dieselbe Klasse zuzuordnen, die
auch v zugeordnet wird.
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Ein einfaches Beispiel ware z.B. eine Sprach- oder Bilderkennung: bei
Bildern ware das Pixelbild ein Vektor, in dem jeder Pixel eine Komponente
ist, und der Wert ist die Farbe der Pixel. Bei Spracherkennung kann man
die verschiedenen Frequenzbereiche F1-F3 auf einen Vektor verteilen, mit
dem Wert als Frequenz; die Klassifikation ware dann die Frage: welcher
Gegenstand ist auf dem Bild abgebildet (aus einer endlichen Menge), bzw.
welcher laut wird geformt? NNR ist einfach folgende Methode: finde den
ahnlichsten Punkt in unserem Datensatz und klassifiziere entsprechend.

Was ganz interessant ist: NNR kann nicht durch eine lineare Funktion
beliebiger Ordnung modelliert werden. Das sieht man sehr leicht an einem
Beispiel: man nehme einen Datensatz

D ={((0,0), a),((0,1),0),((0,2),a),((0,3),0), ...}

NNR wird hier beliebig oft wechseln konnen zwischen a und b; jedes lineare
Modell, wie z.B. bei logistischer Regression, wird nur eine konstante An-
zahl von wechseln ermoglichen konnen. Allerdings gilt das nur apriori und
ohne Trainingsdaten: denn wenn wir eine NNR haben zusammen mit einem
Datensatz D, dann wird es auch nur eine konstante Zahl an wechseln geben,
einfach weil die Datenmenge endlich ist!

Wir sehen hier aber, was ein Modell des maschinellen Lernens ausmacht:
es ist eine Funktion von (Trainings)Daten zu einer (Klassifikations- oder
Regressions-)Funktion.

(Abstraktes) ML-Modell = (Konkrete) Funktion e Ausgabe
aten mgaove

Ubrigens gilt auch bei dieser Methode: man sollte die Daten aufspalten
in Trainings- und Testdaten, um festzustellen ob die Methodik angemessen
ist. Das kann in manchen Fallen der Fall sein, in manchen nicht.

Stunden gelernt 4
0

6 7 8 9 10
Bestanden 1 0 1

5
0 1 1

Wenn wir wiederum diese Tabelle betrachten, dann sehen wir wir NNR(5.6) =
1 haben, NNR(7.4) = 0. Hier sehen wir das zentrale Merkmal: NNR gen-
eralisiert sehr wenig. Der Vorteil, dass wir keine weiteren Annahmen in die
Daten stecken, ist also auch zugleich ein Nachteil, denn das Modell ist sehr
anfallig fiir Unregelmafligkeiten in den Daten, da es sie 1 zu 1 iibernimmt.
Das kann in manchen Fallen gut sein, insbesondere wenn es viel Varianz in
den Daten gibt; das lasst sich aber schwer apriori sagen.
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7 Nichtlineare Funktionen: Aktivierung u.a.

7.1 Uberblick

Bei tiefen Architekturen gibt es zwei Arten von nichtlinearen Funktionen zu
unterscheiden:

1. Innere Funktionen
2. AuBere Funktionen

Der Unterschied betrifft nicht primér die Art der Funktion, sondern die Art
der Anwendung;:

e Innere Funktionen werden appliziert in inneren Layern des MLP
o AuBere Funktionen werden appliziert als Ausgabe der Funktion

Hicraus ergibt sich folgendes: AuBere Funktionen unterliegen dem Zwang,
dass die Ausgabe, im Rahmen der Aufgabe, die das Netz erfiillen soll, inter-
pretierbar sein muss.

Beispiel 3 Z.B. nimm an, wir haben eine Bilderkennung tber 50 Kate-
gorien. Dann sollte uns die Ausgabe Funktion also eine Wahrscheinlichkeits-
vertetlung uber die 50 Kategorien liefern, tblicherweise kodiert als Vektor
W€ R, wobei Y w=1.

Innere Funktionen hingegen haben keinerlei derartige Beschrankungen;
sie geben einfach Werte weiter innerhalb des Netzes. Allgemein gilt:

e Innere Funktionen haben keinen Einfluss auf die Dimensionalitat.

e Innere Funktionen geben Parameter der Komponenten unabhangig voneinan-
der weiter, d.h. S(z1,...,2,) = (S(x1), ..., S(x,)).

Gerade letzteres gilt fiir &ulere Funktionen tiblicherweise nicht!
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Fiir hidden layer gilt: die Korrespondenz
Grofle der Matrix = Anzahl der Parameter

bedeutet, die Lange unseres Ausgabevektors hangt in erster Linie ab von
der Komplexitiat der Funktion die wir lernen sollen, nicht von der Art der
Ausgabe, die wir suchen. Es kann sein dass unsere Funktion sehr komplex
ist, aber am Ende suchen wir

M (Z) € R (M steht hier fiir Modell, Z fiir die Eingabe)

(z.B. bei bindrer Klassifikation). In diesem Fall suchen wir dann eine Ak-
tivierungsfunktion

(79) A:R* 5 R
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7.2 Innere Funktionen (Aktivierungsfunktionen)

NB: diese Funktionen sind meistens Funktionen f : R — R. Thre Anwendung
erfolgt dann auf Vektoren komponentenweise

Hier gibt es eine Funktion die man besonders hervorheben muss, namlich
die sog. Sigmoid-Funktionen. FEine besondere ist die sog. logistische
Funktion

1
Cl4e®
Einige Beobachtungen: wir haben

e 5(0.5)=0

(80) S(x)

o lim,, .S(x)=0
o lim; ooS(x) =1
e S(x)€(0,1) fa. z €R

e S(z) ist streng monoton steigend in x

Allgemeiner nennt man solche Funktionen Sigmoidfunktionen. Ein an-
deres Beispiel fiir eine solche Funktion ist

x
81 T(z) =
1) @ = 137
x
2 =
sinh(x) e* —e™* 2
(83) anh(z) cosh(x) e*+e® e?r 4+ 1

Was allen diesen Funktionen gemeinsam ist, ist dass sie im Bereich um 0
relativ schnell von 0 Richtung 1 wechseln, sonst fiir grofle positive/negative
Zahlen langsam Richtung 1/0 konvergieren. Es gibt also nur einen kleinen
Bereich, in dem eine nicht extreme Anderung im Argument eine signifikante
Anderung im Wert verursacht; ansonsten gibt es relativ schnell eine Sattigung.
solche Prozesse findet man oft in der Natur, z.B. bei Populationen. Solche lo-
gistischen Funktionen haben allerdings die Einschrankung dass sie nur R — R
definiert sind. Aktivierungsfunktionen spielen in neuronalen Netzen eine
grofle Rolle, und werden normalerweise auf die einzelnen Komponenten von
Vektoren angewendet.
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7.3 Punktweise Erweiterung von Funktionen

Wichtig ist: unsere linearen Modelle hoherer Dimension liefern als Ausgabe
eine Vektor, keine Zahl. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, wie man die
obigen nichtlinearen Funktionen auf Vektoren verallgemeinern kann, die ein-
fachste ist: wir erweitern sie punktweise. Das geht wie folgt: Nehmen wir
an, wir haben eine Funktion

fR—=R
Wir kénnen das erweitern auf beliebige
f:R™ > R™
mittels der Gleichung

(84) [z, wm) = (f(21); o, f2m))

Wir applizieren die Funktion also punktweise in jeder Dimension unabhangig
voneinander. Das bedeutet wir bleiben in der gleichen Dimensionalitat und
andern nur die Werte. Diese Methode wendet man oft an in den inneren
Schichten (hidden layers der neuronalen Netze, denn hier méchten wir die
Dimensionalitdat beibehalten. Anders sieht es oft bei Ausgabefunktionen aus:

hier konnen wir mit Vektoren nicht soviel anfangen wie mit einfachen reellen
Zahlen
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7.4 Rectified linear units, Max-out units

RelLUs sind definiert durch:

(85) g(z) = max{0,x}

Diese Funktion ist nicht linear und natiirlich nur dann interessant, wenn
man sie zusammen mit einer anderen, linearen Funktion verwendet. Wir
haben also eine Funktion:

(86) h(x)=g(Mx+b)

Das gute an diesen Funktionen ist natiirlich ihre Einfachheit. Das Prob-
lem ist: 1. Sie ist nicht differenzierbar an einem Punkt. Das ist aber fiir
heuristische Optimierung nicht so schlimm. Problematischer: sie haben ein
langes Plateau, das ist wirklich ein Problem fiir Optimierung!

Es gibt daher 2 Generalisierungen von ReLUs:

1. Es gibt eine (parametrisierte) Funktion die ReLUs generalisiert:

Im Fall von a; = 0 haben wir eine ReLU-Funktion. Falls a; = —1,
dann wird das ganze zur Betragsfunktion, die man in diesem Fall ab-
solute value rectification nennt. Man kann auch «; zu einem kleinen
Wert wie 107" setzen, mit z.B. n = 100; das ergibt leaky ReLU. In
parametrischen ReLU ist a; ein Parameter, der “gelernt” wird.

2. Es gibt noch die sog. maxout units. Anstatt komponentenweise eine
Funktion zu applizieren werden die n Komponenten in Gruppen zu
k < n Werten aufgeteilt. Wir nennen diese Gruppe Gy, ..., G, wobei
also

G, ..., Gj e R”
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jeweils Gruppen von k (beliebig, aber fest) gewdhlten Komponenten
aus den n Eingabekomponenten sind.

Die Ausgabe der maxout Funktion ist wiederum ein Vektor, wobei
(88) ¢g:R" = R’

die Funktion fiir jede Gruppe eine Komponente ausgibt. Sie ist de-
mentsprechend einfach definiert:

(89) ¢(2); =max(z;: j € Gy)

Dadurch, das wir Gruppen bilden, ist die Funktion etwas robuster und weniger
anféllig fiir Storungen in einzelnen Parametern.
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7.5 Ausgabefunktionen

mazx als (schlechter) Klassifikator FEine sehr wichtige Funktion ist die
mazx-Funktion, die einfach das Maximum ausgibt:

(90) max(xy, ..., rym) = max{xy, ..., Ty}

Sie liefert also den hochsten Wert. Darauf basiert eine Art kompmazx-Funktion,
die wie folgt definiert ist:

(91) kompmax(xy,...,xm) =1 : x; = maz{xy, ..., Ty}

Das liefert uns einen guten Klassifikator: jeder Komponente in (xy, ..., 2y,)
kann man auffassen als Reprasentation einer Klasse, und fiir eine Eingabe ¥/,

(92)  kompmaz(N(y)) = C(y)

also das Klassenlabel. Das Problem dieser Funktion ist: sie ist nicht differen-
zierbar. Daher ist sie unbrauchbar!

Wahrscheinlichkeitsfunktionen Wenn wir klassifizieren mochten, dann
mochten wir normalerweise eine konditionale Wahrscheinlichkeits-
verteilung bekommen, also eine Funktion

(93) P(y[2) — [0,1]

wobei y € Y eine endliche Menge ist, und 2" die Eingabe. Dann kénnen wir
mit Kreuzentropie optimieren (dazu spater mehr).

Das bekommen wir in neuronalen Netzen, indem wir die mehrdimension-
alen Funktionen mit A komponieren (A die Ausgabe):

(94) P(y[?) = Ao N(2),
wobei
(95) N(2)=42

der output der (komplexen) inneren Funktion ist (z.B. ein lineares Modell,
oder ein MLP). Das bedeutet, wir haben eine Funktion

(96) P:Y xR™ — [0, 1]
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so dass (im Idealfall)

(97) ZP(y,X) =1

yey

fa. x € R".

Softmax als guter Klassifikator Daher gibt es die sog. softmaz-Funktion,
die eine dhnliche Funktion iibernimmt wie maz, aber differenzierbar ist (da-
her soft, weil sie keine Knicke hat).

T

(&

.,:L‘n)i = W

Diese Notation ist gewéhlt um die Definition tibersichtlicher zu machen; wir
definieren die Ausgabe also Komponentenweise. Hieraus folgt:

(98) softmax(xy, ..

e Falls x € R", dann ist auch softmaz(x) € R™. Wir &ndern die Dimen-
sion also nicht!

e Wir haben ) (softmaz(Z)) = 1, sprich: Komponenten addieren sich
auf 1. Wir haben also Wahrscheinlichkeitsverteilung.

e Die softmax-Funktion ist eine Art “weiche” argmax-Funktion: dadurch
dass wir exponentieren bekommen alle Komponenten, die nicht unbe-
deutend kleiner sind als der Grofite, eine vernachlassigbare Grofle.

Der grofle Vortei von softmax ist: es ist eine kontinuierliche Funktion. Das ist

sehr wichtig fiir die Optimierung, fiir die wir Gradienten brauchen. Softmax-

Funktionen werden tiblicherweise als Ausgabefunktionen verwendet: sie liefern
tatsachlich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung wie in . Aber: die Softmax-
Funktion adndert nicht die Dimension, wir miissen also sicher stellen dass

schon die Eingabe die richtige Dimension hat. Das macht man normaler-

weise mit einer linearen Funktion (Matrix).

Wichtig ist in allen diesen Funktionen, dass wir moglichst kein Plateau
haben, also z.B. niemals 0 erreicht fiir eine Sigmoidfunktion. Denn in diesem
Fall konnen wir nicht weiter optimieren, der Gradient gibt uns keinerlei In-
formation.
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8 Kostenfunktionen — intern

Kostenfunktionen sind tiblicherweise intern: sie sind die Werte (also Kosten)
die das Modell selbst im Training zu minimieren sucht. Diese Kostenfunktio-
nen sind ein integraler Part des Modells; eine andere Kostenfunktion fithrt zu
einem anderen Trainingsergebnis. Diese Kosten sind also intern und spielen
erstmal zur Evaluation keine grofie Rolle.

o “Kostenfunktionen, mit denen wir unsere Modelle evaluieren, vergle-
ichen etc., behandelt man {tblicherweise separat unter dem Kapitel
Evaluation. Sie spielen fiir das Modell selber keine Rolle, sondern
nur fiir den Menschen.

Das schliet natiirlich nicht aus, dass interne und externe Kosten manch-
mal zusammenfallen. Hier interessieren uns in erster Linie interne Kosten-
funktionen, und dabei in erster Linie Kostenfunktionen fiir Klassifikatoren.

Externe Kostenfunktionen basieren zumeist auf der akkuraten Klassi-
fizierung von Daten. Das ganze wird dann normalisiert, oder nochmal ver-
feinert durch Unterscheidung verschiedener Arten von Fehlern (precision oder
recall, zusammen im F1-score).

Das Problem solcher Metriken ist grundsatzlich folgendes: sie sind eckig,
also nicht differenzierbar. Minimale Anderungen der Parameter werden grundsétzlich
nichts am score andern, bevor er sprunghaft steigt. Das bedeutet: nicht dif-
ferenzierbar, nicht konvex, also ist eine (automatische) Optimierung grundsétzlich
kaum moglich.

Wir haben also folgendes grundsatzliche Problem: wir suchen eine stetige,
differenzierbare Funktion um ein diskretes Problem zu losen. Die Losung un-
seres Problems ist folgende: wir lassen unsere Klassifikatoren ja eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung ausgeben, auf deren Basis wir klassifizieren.

(99) N(Z) = softmax(N'(Z)) = (p1, ..., pn)

wobei

(100) p; = P(L|7)
und die Klassifikation ist gegeben durch

(101) argmax; P(l;|%)
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Im Prinzip kann man auch die “richtige Klassifikation” auch als eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auffassen, eine besondere

(0,...,0,1,0,...,0)

Wir lassen nun den letzten Schritt und arbeiten nur mit den Wahrschein-
lichkeiten des Models. Wir nutzen die probabilistischen Begriffe und den Be-
griff der Entropie, um eine stetig differenzierbare Kostenfunktion zu definieren.
Insbesondere mochten wir die Kreuzentropie zwischen den beiden Verteilun-
gen minimieren.
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8.1 Entropie etc.

Im maschinellen Lernen geht es oft darum, Wahrscheinlichkeitsverteilungen
zu induzieren. In diesem Fall brauchen wir zwei Dinge, namlich erstens
gewisse Referenzverteilung (zumindest auf einem Fragment des Raumes), und
zweitens eine Kostenfunktion die uns besagt, wie weit wir davon abweichen.
Den ersteren Punkt besprechen wir hier nicht, die Kostenfunktion ist dagegen
oft einfach die Kreuzentropie der beiden Verteilungen. Dieses Konzept und
das der Entropie besprechen wir hier kurz.

Das Konzept der Entropie formalisiert die Unsicherheit in einem System.
Die Definition ist wie folgt: wir haben eine Wahrscheinlichkeitsfunktion P
und ein Ereignis w. Die Entropy von w (nach P), geschrieben Hp(w), ist

(102) Hp(w) := P(w) - —log(P(w))

Die Entropie eines einzelnen Ereignisses ist normalerweise weniger inter-
essant als die Entropie einer ganzen Verteilung P (iiber einen diskreten Raum
€2, geschrieben H(P):

(103) H(P):=—Y_ P(w)log(P(w))

we

Es ist leicht zu sehen dass das einfach die Summe der Entropie der
Ereignisse ist; wir haben nur das minus ausgeklammert. Als Faustregel lasst
sich sagen: in einem Raum mit n Ergebnissen ist die Entropie mazimal,
wenn alle Ereignisse die gleiche Wahrscheinlichkeit 1/n haben; sie wird mini-
mal (geht gegen 0), falls es ein Ereignis gibt dessen Wahrscheinlichkeit gegen
1 geht. Das deckt sich mit unseren Intuitionen: je grofler die Entropie, desto
weniger Sicherheit haben wir, wie das Ergebnis sein wird. Z.B.: nehmen wir
das Beispiel eines fairen Wiirfels; wir konnen die Entropie des zugehorigen
Wahrscheinlichkeitsraumes wie folgt ausrechnen:

>x=0:5

> for(i in 1:6){

+x[i] < —1/6 % 1log(1/6)}
> sum(x)

[1] — 2.584963
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(Wir verzichten darauf, die Entropie ins positive zu wenden). Wenn wir
hingegen annehmen, 5 Seiten haben die Wahrscheinlichkeiten 1/10 und die
6 hat eine Wahrscheinlichkeit 1/2, dann bekommen wir:

>x=0:5

> for(iin 1:5){

+x[i] < —1/10 * log(1/10)}
> x[6] = 1/2 % log(1/2)

> sum(x)

1] — 2.160964

Andersrum gesagt: je grofer die Entropie (einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
fiir ein Zufallsexperiment), desto grofer der Informationsgewinn, der darin
besteht das Ergebnis zu erfahren. Wichtig ist: Entropie ist immer un-
abhangig von den einzelnen Ergebnissen, es spielt also keine Rolle ob die
1 oder die 6 eine erhohte Wahrscheinlichkeit hat. Alles was zahlt ist eben die
Ungewissheit; wir konnen das mit einem weiteren Versuch nachrechnen:

>x=0:5

> for(iinl: 3){

+x[i] < —1/10 % log(1/10)}
> x[4] = (1/20) x 1log(1/20)
> x[56] = (3/20) * 1og(3/20)
> x[6] = 1/2 % log(1/2)

> sum(x)

[1] — 1.777507

Die Entropie ist also weiter gesunken, denn wir haben die Wahrschein-
lichkeiten weiter ungleich aufgeteilt zwischen 2 Ergebnissen: wahrend also die
Entropie fiir 1,2,3,6 gleich geblieben ist, ist sie fiir 4,5 lokal gesunken, also ist
sie auch global gesunken. Man kann auch umgekehrt sagen: da die uniforme
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir uns den Mangel an relevanter Information
bezeichnet, gibt es die Korrelation

maximale Entropie ~ maximale Unwissenheit

Darauf basiert eine wichtige Methode der Wahrscheinlichkeitstheorie, die sog.
Maximum Entropie Schatzung. Die basiert auf dem Grundsatz:
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In Ermangelung sicherer Information ist es besser, moglichst wenig
Sicherheit anzunehmen, als falsche Sicherheit die es nicht gibt (es
ist besser zu wissen dass man etwas nicht weif3)

Das bedeutet effektiv: wir sollten die Wahrscheinlichkeitsverteilung annehmen,
die

1. mit unserem Wissen kompatibel ist,
2. ansonsten aber die Entropie maximiert.

Man definiert die Entropie auch oft fiir Zufallsvariablen:

(104) H(X):= - P(X = )log(P(X = 1))

zeX
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8.2 Bedingte Entropie

Die bedingte Entropie von zwei Variablen (iiber demselben Wahrschein-
lichkeitsraum) ist wie folgt definiert (hier bedeutet y € Y soviel wie: y ist
ein Wert, den Y annehmen kann):

(105) H(X|Y) =Y P =y H(X|Y =y)
yey
Wenn wir diese Definition auflosen, bekommen wir:

<P(X1(fﬂ) n Yl(?J)))
PY~1(y))

(106) H(X[Y)= Y P(X'(z)nY ' (y))log

rzeX,yeY

Die bedingte Entropie ist also ein Mafl dafiir, wie stark die Werte einer
Zufallsvariable Y die Werte einer Zufallsvariable X festlegen. Wenn der Wert
von X durch den Wert von Y — egal wie er ist — immer festgelegt ist, dann
ist
(107) H(X|Y) =0
insbesondere also:

(108) H(X|X) =0

Umgekehrt, falls der Wert von Y keinerlei Einfluss hat auf die Wahrschein-
lichkeitsverteilung des Wertes von X, dann haben wir

(109) H(X|Y) = H(X)

Es ist klar dass das hier nur fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsraume funk-
tionieren kann; in kontinuierlichen Raumen funktionieren diese Dinge etwas
anders.

Es gibt auch eine Kettenregel fiir bedingte Entropie:

(110) H(X]Y) = H({(X,Y)) — H(Y)
wobei (X,Y’) eine neue Variable ist, mit
(111) P((X,Y) = (z,y)) = P(X =2,Y =y) = P(X "} (z) N Y '(y))

Wir nehmen also die Entropie der Verbundverteilung, und ziehen die En-
tropie von H(Y") ab.
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8.3 Kullback-Leibler-Divergenz

Die KL-Divergenz ist eine andere Art zu messen, wie ahnlich sich zwei
Wahrscheinlichkeitsverteilungen P und () sind. Die Definition ist wie folgt:

(112) D (P(|Q) ZZ;ZP(W)ZOQ%

An dieser Definition kann man ablesen:

1. Dkr(P||Q) =0 gdw. fiir alle w € Q gilt: P(w) = Q(w); denn log(1) =
0.

2. In allen anderen Féllen ist Dy (P||Q) > 0 (das ist nicht wirklich leicht
zu sehen).

3. Dir(P||Q) # Dkr(Q||P), d.h. wir haben ein asymmetrisches Maf.

4. Man kann es jedoch symmetrisch machen auf folgende Art und Weise:

Dy(P||Q) = Dir(P[|Q) + Dr(Q[|P) = Dy(Q|P)

Sie gibt uns also ein Maf} dafiir, wie weit () von P entfernt ist. Dadurch
unterscheidet sie sich konzeptuell von H(X|Y), dass bestimmt wie stark X
von Y determiniert wird.

Man bezeichnet Dy (P||@) auch als den Informationsgewinn, den man
mit P gegeniiber () erzielt. Wenn wir z.B. das obige Kodierungsbeispiel
fortfithren, dann sagt uns Dy (P||Q), wieviel Platz wir (im Durchschnitt)
verschwenden, wenn wir eine Kodierung auf () basieren, wahrend die zugrun-
deliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist.

Dementsprechen nutzt man Dg (P]|Q) oft im Kontext, wo P die tatséchliche
Verteilung ist, ) unser Modell, dass wir geschétzt haben.
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8.4 Kreuzentropie

Die Definition der Kreuzentropie ist nun
(113) HK(X, P,Q) = H(X) + D(P|Q)

Aquivalent dazu gibt es (im diskreten Wahrscheinlichkeitsraum, den wir
hier betrachten werden).

(114) HK(X,P,Q) = - Y P(X =) log(Q(X = 1))

e

Man beachte: im Anwendungsfall ist P ist “korrekte Verteilung”, dargestellt
als ein Vektor

(115) 7= (0, ...,0,1,0, ..., 0)

mit einer 1, sonst Nullen (Einheitsvektor). ) dagegen ist z.B. die Ausgabe
der softmaz-Funktion, als Vektor geschrieben . Man sieht das sich
reduziert zu

(116) HK (7,9 = —log(7;), wobei ; = 1

Denn alle anderen Terme reduzieren sich auf 0. Man kann das tibrigens
auch als reine Vektor-Multiplikation schreiben:

—,

(117) HK(7,9) = —(7"log(7))
wobei log komponentenweise appliziert wird. Ubrigens spielt fiir diesen Wert

erstmal jeder Parameter eine Rolle (entgegen dem Anschein), denn in der
softmazx-Funktion kommen alle Komponenten zusammen!
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8.5 Kostenfunktion fiir binare Klassifizierung

Wie berechnen wir die Kosten von einer gegebenen Klassifizierungsfunktion,
so dass wir die Parameter des linearen Teils optimieren konnen? Hier nimmt
man die sog. log-loss Funktion, die jeweils die logarithmische Wahrschein-
lichkeit des Falsch-liegens misst: Zur Erinnerung:

e Y ist eine Zufallsvariable, die den Wert 0 oder 1 annehmen kann, jew-
eils mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit. Dabei ist diese Wahrschein-
lichkeit durch die Funktion gegeben:

(118) Py(Y = 1]&) = S(fs(Z))

fo die lineare Funktion mit # als Parametern.
e Mit y, als “korrekter Datenpunkt”, ist in {0, 1}.
e m = |D| ist die Grofle des Datensatzes.

Dann bekommen wir folgende Funktion:

Log-loss

(119) K(6) =~ 3" [y-logPy(Y = 11#) + (1~ y) - log(1 — P(Y = 1))

(Z,y)eD

Dieser Log-loss ist tatsachlich nichts anderes als die Kreuzentropie, die
wir oben definiert haben!

Wir nehmen also die Summe der beiden Abweichungen vom richtigen
Wert, jeweils in beide Richtungen. Wenn wir genau richtig liegen wiirden,
wire der Term 0 bzw. undefiniert (log 0 = —o0); da S(z) € (0, 1) kann das
aber nicht passieren. Allgemein gilt: je ndher P(Y = y|Z) an y liegt, desto
kleiner ist der Term.

Wir sehen also hier, dass probabilistische Konzepte eine entscheidende
Rolle fiir das Training spielen. Ohne sie gibt es normalerweise keine Méglichkeit,
Klassifizierung effektiv zu optimieren.
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9 Was konnen Tiefe Architekturen?

9.1 Machtigkeit ist nicht Lernbarkeit

Es gibt zwei Fragen, dir durchaus unabhangig voneinander behandelt werden
sollten, namlich:

1. Welche Funktionen kénnen wir mit neuronalen Netzen repréasentieren?

2. Welche Funktionen konnen wir mittels Datensédtzen “lernen”?
Um das zu sehen, bedenke man folgendes: es kann gut sein, dass

e wir eine bestimmte Funktion f mit einem Netz N mit ¢ Schichten
berechnen konnen,

e aber egal mit welchen Daten wir ein zufillig initialisiertes Netz mit ¢
Schichten trainieren, es kommt niemals das Netz heraus, das f berech-
net (es gibt immer eine Funktion die “naheliegender” ist)!

Man muss also die beiden Probleme separat behandeln. Es gilt:

Frage 1 kann man relativ leicht beantworten, ist aber fiir das maschinelle
Lernen nicht besonders wichtig.

Frage 2 hat eine zentrale Bedeutung, wir nahern uns momentan der Frage
aber erst sehr langsam an. Vielleicht kommen wir am Ende dazu!

In diesem Abschnitt geht es also erstmal um Frage 1, welche Art von
Funktion neuronale Netze tiberhaupt berechnen.

Neuronale Netze sind im Prinzip nur eine Art, eine Klasse von Funk-
tionen zu schreiben, die vielleicht am anschaulichsten ist, aber nicht um
bedingt am besten geeignet, die Funktion zu verstehen und zu berechnen.
Neuronale Netze versteht man am besten, wenn man sie als eine Abfolge von
Schichten auffasst, wobei am Ende jede Schicht nacheinander appliziert wird
(wir schauen uns das spéter im Detail an).

Sei a der Eingabevektor, M eine Matrix, b ein Vektor der passenden
Lénge, und g eine (nichtlineare) Aktivierungsfunktion. Ein Netz N der Tiefe
1 berechnet nun die Funktion

—,

(120) N(Z) = g(MZ +b)

67



Nun nehmen wir an, wir haben ein Netz N mit Schichten Ny, N», ..., N;.
Dann berechnet N die Funktion

(121) N(Z) = N;o ..o Ny(Z) = g;(M;(...gqs (M@ + by)...) + by)

Das heifit: wir applizieren nacheinander die einzelnen Schichten. Wichtig
ist hierbei: da lineare Funktionen unter Komposition geschlossen sind, wiirden
die Schichten zu einer einzigen kollabieren, wenn es nicht dazwischen die non-
linearen Funktionen gdbe. Die Machtigkeit von tiefen Netzen besteht also in
der Alternation von linearen und nicht-linearen Schichten.

Man spricht in dem Zusammenhang auch von hidden layern:

e cine lineare Funktion hat kein hidden layer

e cine Funktion der Form N(Z) = N; o ... o N1(Z) hat i — 1 hidden layer
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9.2 Universelle Approximation

Wir kommen jetzt zum sog. universal approximation theorem, dass soviel
besagt wie

Universelle Approximation, Annaherung Praktisch jede berechenbare
Funktion konnen wir approximieren mit einem neuronalen Netz mit einem
hidden layer.

Approximieren besagt hier soviel wie: die Differenz der beiden Funktionen
wird vernachlassigbar klein. Das ist natiirlich ein sehr wichtiges Ergebnis,
denn es besagt dass unsere Netze praktisch universell sind, also alle moglichen
Funktionen darstellen konnen.

Zur Erklarung:

e Eine geschlossenes Intervall hat die Form [z,y] = {2z :2 < 2 <y}
e Abzahlbar heifit: Kardinalitdt der natiirlichen Zahlen.

e Eine abzéhlbare Vereinigung (von Mengen) ist also eine Vereinigung
der Form | J, g M.

e Nehmen wir eine Funktion f : R — R. Das Urbild einer Menge
M C R ist dann definiert als

(122) f[M] = {x: f(z) € M}

Definition 4 FEine Funktion f ist Borel-messbar (etwas vereinfacht), falls
das Urbild einer abzahlbaren Vereinigung von geschlossenen Intervallen wiederum
eine abzahlbare Vereinigung geschlossener Intervalle ist.

Beispiel 5 Jede differenzierbare Funktion ist Borel-messbar. Denn

FH eyl = Udlen 2] = 2 € [21,20] & f(2) € [, 9]}

Zwischen alle diesen Intervalle (die trivial sein kinnen) liegt ein offenes
Intervall, also mit echte Ausdehnung. FEs ist leicht zu zeigen dass es nur
abzdhlbar viele offene, nicht-iberschneidende Intervalle gibt (es gibt nur abzdhlbar
viele ganze Zahlen!)

Nun kommt folgendes Faktum: wqy - wy = wq; sprich: eine abzdhlbare
Vereinigung von abzdahlbaren Vereinigungen ist eine abzdhlbare Vereinigung!

69



Also:

e Jedes Polynom
e Sinus, Kosinus etc.
e Alle Exponentialfunktionen, Fakultit

Alle Kombinationen hiervon

Beispiel 6 Jede Funktion, die differenzierbar ist bis auf endlich viele Punkte
ist Borel messbar. Auch bis auf abzdhlbar viele Punkte? Gute Frage!

Beispiel 7 Fraktale, also Funktionen, die stetig, aber in keinem Punkt dif-
ferenzierbar sind, sind (allgemein) nicht Borel-messbar.

Beispiel 8 Die berihmte Wackelfunktion (Dirichlet-Funktion)
0, falls x € Q

1 andernfalls

(123) f(z) = {

ist nicht messbar. Denn: R — Q = f~1[0] = R ist natiirlich keine abzihlbare
Vereinigung!

Jetzt sind wir bereit fiir folgenden Satz:

Satz 9 Fir jede Borel-messbare Funktion f : R™ — R™, jedes € > 0, gibt es
ein neuronales Netz N mit einem hidden layer, so dass fur alle Z € R™ gilt:

If(2) = N(Z)|| < e

Das besagt also: wir kénnen bereits mit einem hidden layer jede solche
Funktion beliebig approximieren! Allerdings ist dieses Ergebnis mit grofer
Vorsicht zu genieflen: denn es sagt uns zwar etwas iiber Machtigkeit, aber
nichts dariiber, wie wir die Funktionen lernen konnen. Zweitens sagt uns der
Satz etwas iiber die Zahl der hidden layer, aber nichts tiber deren Grofle: in
der Tat sagt ein wichtiges Ergebnis, dass wir zwar die Zahl der hidden layer
immer reduzieren konnen (bis auf 1), aber die Gréfie der layer wéchst dabei
exponentiell — das Vorgehen verbietet sich also in der Praxis.

Es gibt also insbesondere zwei Dinge zu unterscheiden:

1. Was Klassen von Funktionen konnen, und

2. wie Funktionen lernen.
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Tiefe ist wichtig fiir Lernbarkeit, nicht Ausdrucksstarke! Tiefe Netze
sind insbesondere wichtig, denn je tiefer das Netz, desto besser sind die Gen-
eralisierungen, die Netze ziehen (fiir komplexe Aufgaben).
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9.3 Boolesche Funktionen: Ein Beispiel

Boolesche Funktionen kann man sehr schon nutzen, um die Art und Weise,
wie neuronale Netze funktionieren, zu illustrieren. Nehmen wir die bekannte
XOR-Funktion. Unsere Eingaben sind Vektoren in {0,1}?. Wir machen nun
die erste (lineare) Schicht:

(125) M (0, 1) (0, 1, 0,—1)
(126) M(1,1) =(1,1,—-1,-1)
(127) M;(0,0) = (0,0,0,0)
Das transformiert also die Eingabe und macht sie 4-dimensional. Wir konnen

nun eine mazxout-unit als nichtlineare Transformation nehmen, mit G; =
{1,2}, G5 = {3,4}. So bekommen wir:

(128) go M;(1,0) = (1,0)
(129) go M;(0,1) = (1,0)
(130) goM;(1,1) =(1,-1)
(131) go M;(0,0) = (0,0)

Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Vektoren nun linear separierbar sind
entlang der gewiinschten Grenze. Das sagt uns, dass wir bereits mit einem
linearen Modell auskommen. Wir nehmen eine sehr einfache Matrix:

My = (1 1)
Natiirlich gilt hier einfach: My(xy, x9) = z1 + x2, also:
(132) MyogoM;(1,0)=1
(133) MyogoM(0,1)=1
(134) MyogoM;(1,1) =0
(135) My o go M;(0,0)=0



An dieser Stelle ist eine weitere nicht-lineare Funktion unnotig, unser Netz
berechnet bereits die XOR-Funktion (auf den passenden Eingaben).

Die Moral von der Geschicht Hier gibt es zwei wichtige Dinge zu merken:

1. Die Breite (des ersten hidden layers) liefert uns die nétige Freiheit, um
die Eingaben so zu “praparieren”, dass das nicht-lineare Layer damit
arbeiten kann. Mit weniger als 4 Neuronen funktioniert das nicht!

2. Die Tiefe des Netzes erlaubt uns, nichtlineare Berechnungen auszufiihren.
Je tiefer das Netz ist, desto mehr nichtlineare Transformationen werden
also hintereinander ausgefiihrt!
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10 Optimierung von Neuronalen Netzen

10.1 Parameter und Freiheitsgrade

Hierbei ist folgendes wichtig: der Parameter, der die Anzahl der Zeilen der
inneren Matrizen festlegt, hat erstmal keinerlei Bedeutung fiir die Natur der
Ausgabe, sondern ist vielmehr wichtig fiir die inneren Berechnungen. Hierfiir
miissen wir nochmal anschauen, was Matrizen machen: wenn wir

M 6 Rm)(’n

auf einen Vektor © € R" applizieren, dann haben wir m unabhdngige lin-
eare Funktionen auf ¥ appliziert, und die m Ergebnisse liefern uns den Aus-
gabevektor

Mz e R™

Das bedeutet: je grofer unsere Matrizen, desto mehr unabhéngige lineare Op-
erationen konnen wir ausfithren, und desto méchtiger werden unsere Rechen-
moglichkeiten. Man nenn daher den Parameter m auch den Freiheitsgrad
des Models. Wir haben also ein Model

(@ e RY) MERTY (5 e R 2 (g, € R™).L

Hier sind mq, ms etc. die Freiheitsgrade der Funktion und Hyperparameter,
die nicht durch externe Datenformate vorgegeben sind, sondern empirisch
optiminert werden miissen. Allgemein gilt auch hier:

Je kleiner my, ms etc., desto enger werden unsere Generalisierung gezogen
(= weniger Gefahr von owverfitting), aber auch: desto weniger méchtig sind
unsere Modelle (= mehr Gefahr von underfitting).

Eine wichtige Beobachtung ist folgende: Nimm an, wir haben
e Ein Eingabelayer mit 4 Neuronen
e cin hidden layer mit 5 Neuronen,
e cin Ausgabelayer mit 4 Neuronen
Das macht insgesamt

(136) 4-545-4 =40
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Parameter. Nimm an, wir erweitern das hidden layer auf 10 Neuronen. Dann
bekommen wir

(137) 4-10+10-4 =80

Parameter. Nimm dagegen an, wir fiigen hinzu ein weiteres hidden layer mit
5 Neuronen, also

e Ein Eingabelayer mit 4 Neuronen
e cin hidden layer 1 mit 5 Neuronen,
e cin hidden layer 1 mit 5 Neuronen,
e cin Ausgabelayer mit 4 Neuronen

Dann haben wir
(138) 4-5+5-5+5-4=65
Parameter. Sprich:

Wenn das Netz in die Tiefe wachst, wéchst die Anzahl der Pa-
rameter mit den Neuronen langsamer, als wenn das Netz in die
Breite wéchst!

Es gibt also weniger Freiheitsgrade, also (so grob) bessere Generalisierung —
bei gleichbleibender Anzahl von Neuronen!
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10.2 Vorspiel 1: Analytische Optimierung

Bei linearen Modellen haben wir eine sog. analytische Optimierung, das be-
deutet: wir finden mit den Methoden der Analysis (Ableitungen etc.) in
einem Schritt die optimale Losung. Das funktioniert bei linearen Modellen
(ein oder mehrdimensional) und nearest neighbour regression, also den sehr
einfachen Modellen. Bei komplexeren, nicht-linearen Modellen funktioniert
das nicht mehr: wir miissen uns schrittweise an eine besseren Losung her-
antasten. Oftmals ist es auch nicht klar, dass wir iiberhaupt eine optimale
Losung finden: es kann sein dass wir in einem lokalen Minimum bleiben.
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10.3 Vorspiel 2: Konvexe Optimierung

Konvexe Optimierungsprobleme sind ein Spezialfall, der deswegen interessant
weil er besonders gut gelost werden kann. Eine konvexe Menge X C R ist
eine Menge, die folgende Bedingung erfiillt:

Falls x,y € X, v < z <y, dann ist z € X.
Allgemeiner:

Definition 10 Eine Menge X C R"™ st konvex, falls gilt: fir alle Skalare
Ae0,1], &, ye X,

A+ (1—NFeX.

Diese Definition ist erstmal nicht intuitiv, beruht aber auf der Parameter-
darstellung von Verbindungsstrecken zweier Punkte:

(139) zy = { A+ (1 — N)y: A € [0,1]}

ist die Menge aller Punkte, die auf der geraden Verbindung von x,y liegen.
D.h. wir haben hier ein geometrisch sehr intuitives Konzept. Eine Funktion

f:R*—= R
ist konvex, falls

T f=A{(z1, .y xn,y) : flo, . x,) <y}

eine konvexe Menge ist. Konvexe Funktionen haben also einen Funktions-
graphen, der eine konvexe Menge nach unten begrenzt, anders gesagt: die
Menge der Punkt die iiber dem Graphen liegen ist konvex. Die grofien
Vorteile konvexer Funktionen sind folgende:

e Jedes lokale Minimum der Funktion ist ein globales Minimum (voraus-
gesetzt es existiert eines).

e Die Menge der globalen Minima (sofern es mehr als eines gibt) ist
wiederum konvex, d.h. sie liegen beieinander.

Das bedeutet natiirlich einen enormen Vorteil: um
(140) argminf(x)

zu finden, miissen wir nur priifen ob
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[z +¢€) < f(x) oder f(z —€) < f(x),

und irgendwann werden wir zwangslaufig die optimale Losung treffen. Ins-
besondere gilt: falls

(141) f(x) > f(x +¢€) < f(z + 2¢)

dann ist argmin(f) € (x,z + 2¢).

Konvexe Optimierungsprobleme sind wie folgt definiert: Ein Opti-
mierungsproblem besteht darin, fir X C R” und f: R" - R

(142) argmingex f(x)

zu finden. Das Optmierungsproblem ist ist konvex, falls
1. f eine konvexe Funktion ist, und
2. X eine konvexe Menge.

Alternativ und aquivalent kann man das Optimierungsproblem so beschreiben:
wir haben eine Reihe von Funktionen

fog1y ey gn t R = R
und wir suchen
(143) argmingegn f (), vorausgesetzt dass g;(z), go(2), ..., gi(x) <0

Das Optimierungsproblem ist konvex, falls f, g, ..., g; konvexe Funktionen
sind.
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11 Gradienten berechnen

Um Gradienten zu berechnen braucht man einfach nur die partielle Ableitung.
Der Begriff der partiellen Ableitung generalisiert den der Ableitung zu mul-
tivariaten Funktionen:

df

d
f flzr, @iy xy) = —flay, ..., x, ..., ap)

144
(144) dx; dx

wobei ay, ..., a, einfach als Konstanten (d.h. wie einfache Zahlen behandelt
werden). Z.B. haben wir:

d
(145) d—‘ixz + 2y =22
und

df

(146) d—yaﬂ +2y =2

Allerdings gilt:

d
(147) d—ixQ 2y =2z - 2y
und

df

(148) d—y:ﬂ -2y = 227

Wir miissen also die Variablen, nach der nicht abgeleitet wird, einfach als
normale Konstante lesen; auf diese Art und Weise kommen von der partiellen
zu einer normalen Ableitung. Da alle Variablen (bis auf evtl. diejenige, nach
der abgeleitet wird) in der Funktion weiterhin vorkommen, haben wir eine
numerische Funktion an einem gewissen Punkt.

Wenn wir die partielle Ableitung iiber alle Variablen berechnen, bekom-
men wir den Gradienten.

79



12 Gradientenbasierte Optimierung

12.1 Gradienten und klassische Optimierung

Bei gradientenbasierter Optimierung lauft es daraus hinaus, dass wir maschinelles

Lernen als klassisches Optimierungsproblem auffassen, d.h. wir suchen
(149) argming, .. z,ernf(21, ..., 2p)

gegeben dass

(150) g1(zy, .., x,) <0
(151)
(152) gi(z1,...,x,) <0

Hier sind ¢, bis g,, die Seitenbedingungen, wahrend f die Funktion ist die op-
timiert werden soll. Im multivariaten Fall kann man nicht mehr einfach “die”
Ableitung bilden und auf 0 setzen — es gibt ja viele Ableitungen. Stattdessen
muss der Gradient den Wert (0,...,0) haben an einem Punkt. Nullstellen
fiir Gradienten lassen sich aber allgemein nicht berechnen. Im Normalfall
konnen wir die Funktion also nur schrittweise minimieren, d.h.: ihren Wert
verringern. Zu diesen Zweck legen wir Lernrate [ fest.
Wir fangen an einem (relativ) beliebigen Punkt

a=(ay,..,a,) € R"

an; der Punkt wird zunachst mehr oder weniger zufallig ausgewahlt. Als
nachstes nehmen wir V f, und setzen:

(153) @ := @ — IV f(q)

Das lésst sich wie folgt verstehen: V f(@) zeigt uns die Richtung an, in der die
Funktion vom Punkt @ am steilsten abféllt. [V f(d) ist nun das Skalarprodukt
mit [, der Lernrate. Was also besagt ist: wir bewegen uns vom Punkt
a in Richtung des steilsten Gefilles, die Wegstrecke, die wir zuriicklegen ist
dabei [, und der Punkt an dem wir anlangen ist @’. Nun wiederholen wir das
ganze:

(154) @ :=a — IV f(d)

etc. bis wir eine zufriedenstellende Losung haben, oder aber im unwahrschein-
lichen Fall dass wir tatsachlich ein Minimum erreicht haben.
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13 Differenzieren — einige Faustregeln

Differenzierung ist vornehm fiir Ableitung; hier wollen wir einige Ableitungsregeln
besprechen, damit wir verstehen was hinterher passiert.

Die Additionsregel Zunachst folgende Additionsregel:

(155) (f(z) + (9(x))" = f(x) + g(x)

Diese Regel gilt natiirlich per Definition auch fiir partielle Ableitungen, da
das einfach Ableitungen sind, die gewisse Variablen als Konstanten auffassen:

(156) %(f(w,ﬁ) +9(x,9)) =

0 0
X e+ Lo

Das bedeutet, wir konnen die Additionsregel auf Gradienten erweitern, da
Gradienten nur Tupel von partiellen Ableitung sind:

(157) V(f(Z) + (7)) = V() + Vg(7)

Die Kettenregel (einfachster Fall) Die néchste wichtige Regel ist die
Kettenregel. Sie liefert uns die Ableitung einer Funktion f o g, definiert
durch

(158) fog(x) = flg(x))

Die Regel lautet:

(159) (fog(x)) = f'(9(z)) - 4'(x)

zum besseren Merken: innere Ableitung (g) mal &uBere Ableitung (f). Z.B.
wissen wir dass
1 1
160) (=) =—=
(160) () = ——
Wenn wir nun die Ableitung von

(161) f(z) =

322
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berechnen wollen, geht das mittels

(162) f(x) = = 0 32%(x)

T

Also haben wir

(163) f(2) =~ br = o =

G T g T T3
Wo kommt diese Regel her? Erinnern wir uns das

- f(x)
/ —_—
(164) f'(z) = lim
die Funktion ist, die die Verdnderung von f(z) fiir eine inifitesimale Veranderung
von z liefert. Die Kettenregel kann man damit sehr schon ableiten, indem
man den Bruch einfach erweitert:
gof(z) . gof(z)flx)

(165) lim=— == = lim™— ",

Hier passiert also nichts als eine Erweiterung des Bruches. Nun ist aber

(166) fﬁ%% = J(f(2))
(167) iD= @

denn wir schauen, wie sich der Wert von g o f dndert fiir eine infinitesimale
Anderung von f andert; der zweite Teil ist unmittelbar klar.

Kettenregel fiir partielle Ableitung Die Kettenregel gilt auch bei mul-
tivariaten Funktion (aus demselben Grund wie bei einfachen Funktionen) und
fiir partielle Ableitungen. Sei x eine Variable einer multivariaten Funktion,
y die iibrigen Variablen. Es gilt:

aes) W29 oo )= (L pyogiem) Yoo p)
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Ableitung der Aktivierungsfunktion Was wir evtl. noch brauchen ist
die Ableitung der Aktivierungsfunktionen, die nicht ganz trivial ist. Tatséchlich
haben wir

af 1 e’ 1 1

1 — = = .
(169) del4+e ™  (e*4+1)2 14e®

Kurz gesagt, wenn wir die Sigmoid-Funktion mit S(z) abkiirzen, dann bekom-
men wir

(170) S(x) = S(z) - (1 = S(x))

Diese Funktionen brauchen wir fiir Backpropagation, und das ist fiirs erste
alles was wir brauchen, um Backpropagation zu verstehen.

83



14 Tiefe Netze trainieren

14.1 Parameter und Hyperparameter

Beim Training von Netzen miissen wir erstmal unterscheiden, was die Pa-
rameter sind, die optimiert werden sollen, und was die Hyperparameter sind,
die extern festgelegt sind. Hyperparameter sind:

e Die Anzahl der Layer.
e Die Natur der inneren nichtlinearen layer (ReLU, maxout, Sigmoid,...)
e Die Grofe der linearen layer (= Anzahl der Zeilen der Matrizen)
e Die Natur der Ausgabefunktion (softmax, max,...)
Parameter sind:
e Die Werte der Matrizen in den linearen Layern.

e Je nach nichtlinearen layern: z.B. die Gruppen der maxout-unit, die
Parameter fiir parametrisiertes ReLU (betrachten wir hier nicht).

Wie tiblich denotieren wir die Gesamtheit der Parameter mit

0

Wenn wir also fiir ein Modell die Hyperparameter festlegen und das Netz N
nennen, dann ist

Ny

eine Instanziierung von der Parameter mit §. Wir schreiben das aber meistens
nicht aus.

Wenn wir also tiefe Netze trainieren, dann bekommen wir ein Opti-
mierungsproblem. Wir haben dabei gegeben:

1. D C R"xR, unsere Daten. Wir schreiben auch D = {(Z1,y1), ..., (%3, v:) }
2. Unsere Kostenfunktion K : R x R — R.

3. Unsere Netzwerkarchitektur Ny mit gesetzten Hyperparametern. Auch
unsere Parameter sind auf eine mehr oder weniger zufillige Art und
Weise initialisiert.
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Wir messen also

(171) > K(No(#)), ;)

j=1

als unsere Gesamtkosten; das ist der Term den wir minimieren mochten.
Minimieren heifit: {iber die Parameter 6§ von N. Wir miissen das Modell
also ausbuchstabieren:

(172) Np(%) = Gour © My © gp—1 0 My_10...0 g 0 My(%)

Wir haben also eine sehr komplexe Aufgabe vor uns, wir suchen:

(173)  argmin Z K (gout © My, 0 gj—1 0 My_y 0 ... 0 g1 o Mq(Z;), ;)

My, My _1,...,M: =1

Es ist natiirlich klar, dass man fir keine analytische Losung findet,
es ist bereits schwer genug, einen Gradienten zu finden. Dafiir fasst man
diese Funktion einfach als eine Funktion auf, in der jeder Parameter eine
Variable ist (also sehr hochdimensional!). Diese Funktion ist natiirlich fast
unmoglich sinnvoll darzustellen; man muss dazu die Variablen der Matrizen
etc. linearisieren, Gruppen in mazout-units numerisch darstellen etc.

Wichtig ist das Konzept:

= die Funktion in vielen Variablen hat einen Gradienten. Den Versuchen
wir zu verringern.
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Ubersicht Das Training zerfallt in drei Teile:
e Batching
e Backpropagation
e Optimierung (Parameter update)

Die Ausgabe jedes Schrittes ist die Eingabe des néchsten; jede Trainingse-
poche durchlauft alle drei.

Batching ist eine Art sampling; aus dem Datensatz wird eine Teilmenge
ausgewahlt, auf der wir optimieren.

Backpropagation ist ein Algorithmus, um den Gradienten zu bestimmen.
Wir kénnen damit den Gradienten fiir beliebige Parameter (und die Eingabe)
der Funktion bestimmen.

Der eigentliche Optimierungsschritt besteht darin, die Parameter neu
zu setzen. Der einfachste Algorithmus ist stochastic gradient descent, in
praktischen Anwendungen sind aber mittlerweile andere Algorithmen, so wie
Adam und Adamax ebenso gelaufig.
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Batching FEin zentraler Punkt ist: man optimiert neuronale Netze nicht
iiber den gesamten Datensatz (zu aufwéndig), und auch nicht iiber einem
einzelnen Datenpunkt (zu fehleranfillig), sondern iiber einer normalerweise
recht kleinen Teilmenge, die batch. Optimierung lauft nicht sequentiell tiber
die Datenpunkte der batch, sondern ein Optimierungsschritt berticksichigt
die gesamte Batch. Die Grofie der batch ist ein Hyperparameter. Also:

(174) BC D, |B| =n < i

Der Punkt ist hier: wir fithren die Optimierung nicht sequentiell fiir die
Batch aus, sondern parallel:

» Anstatt dem Netz eine Eingabe 7 zu geben, geben wir eine Matrix
M= (7. 7)

» Wir definieren nun die parallele Berechnung: N( (:i’l, s fz)) = (N(21), ...

— die Berechnungen des Netzes werden parallel ausgefiihrt.

» Wenn wir annehmen, die Ausgabe des Netzes war vorher eine Zahl y,
bekommen wir nun einen Vektor (yi, ..., y;)

» Gleichzeitig hatten wir vorher unsere Zielausgaben ¢; die werden nun
zusammengefasst zu einem Vektor (91, ..., ;)

» Wir berechen dann die Kosten als die (euklidische) Distanz der Vek-
toren d((i&l) L) Qz)7 (yla SE3) yz))

Der Term, den wir in einer Trainingsepoche optimieren wollen ist also # in:

(175) d(Ng(M), (91, -+ 9i))
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14.2 Backpropagation

Backpropagation ist ein Algorithmus um den Gradienten des Netzes in einem
gewissen Punkt zu berechnen (Gradient der Funktion F' im Punkt & € R”
ist

VF(zZ) € R,

wir suchen also einen Vektor!) Backpropagation ist also noch kein Opti-
mierungsalgorithmus! Backpropagation liefert uns den Gradienten tiber die
FEingabe des Netzes, aber auch iiber beliebige Parameter.

= Wir kriegen also fiir jeden Punkt/Parameter des Netzes die partielle
Ableitung.

Backpropagation nimmt im Rahmen von Deep Learning als Eingabe im-
mer die ganze Batch. Dennoch stellen wir hier den Algorithmus vor fiir eine
einzige Eingabe vor. Wir haben also

e Eingabe ¥

e Neuronales Netz Ny (alles bereits initialisiert)

e Zielausgabe y (wir nehmen tatséchlich an es ist eine Zahl, kein Vektor!)
e Kostenfunktion K

Nehmen wir eine Kostenfunktion K an, die fiir jede Ausgabe des Netzes
(auf den Trainingsdaten) die Kosten liefert, als Metrik zum Zielpunkt. Die
Komposition der beiden nennen wir F' (wie Fehler). Wir haben also eine
Funktion

(176) K(Ny(7),9) = Fy(7)

Wir versuchen den Gradienten von F' auf einem bestimmten Datenpunkt
zu berechnen, um uns somit der Nullstelle der Funktion zu nahern. NB:

(177) Fy:R* —» R

ist eine positive Funktion (wegen K). Normalerweise (?) ist das ausreichend
um ein (lokales) Minimum zu finden.

Man beachte auch: wir haben keine Vertauschung von Argument und
Parametern vorgenommen, wie etwa bei linearer Regression!
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14.3 Die Fehlerfunktion

Wir haben die Fehlerfunktion F' dargestellt. Diese Funktion hat viele Vari-
ablen, und in der Berechnung des Gradienten miissen wir nach jeder Vari-

ablen differenzieren. Vereinfacht sieht diese Funktion so aus, fiir Trainings-
daten {(Z;,v;) :i € I}

1 & . .
(178) F = QZHN(%) — Uill2
=1

Wichtig ist hierbei, dass F' : R® — R{, wir also eine positive Funktion
haben. Der Term % wird nur Einfachheit halber gesetzt; in der Ableitung
kiirzt er sich weg.

Wir nehmen erstmal an, dass die Aktivierungsfunktionen g feststehen,
also nicht optimiert werden. Es geht also nur um die linearen Modelle.

= Hier ist w; ; alternativ der zugehorige Matrix-Eintrag, bzw. die Gewich-
tung von Eingabe ¢ und Neuron j. (andersrum)

Wichtig ist: wir lassen unser Netz nun die Fehlerfunktion berechnen. Das
geht ganz einfach, indem man am Ende eine Zelle hinzufiigt, die K berechnet.
Wir haben also ein Netz mit einer einzigen Ausgabe o € R!
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14.4 Backpropagation Ubersicht

Backpropagation ist ein Algorithmus, der als Eingabe nimmt:
1. ein initialisiertes Netz (mit gesetzten Parametern), Kostenfunktion
2. eine Eingabe 7,

3. eine (Gold-)Ausgabe ¢, die wir benétigen um die Kostenfunktion zu
instantiieren; so haben wir F'. Wir nehmen an, ¢ ist eine Zahl. Das ist
nur Einfachheit halber; praktisch ist das oft nicht gegeben, macht aber
auch keine weiteren Schwierigkeiten.

Was wir bekommen als Ausgabe ist ein (konkreter) Gradient, also:
= VF,(Z) e R, fiir ¥ € R"

Wir werden jetzt den Algorithmus erklaren, allerdings nicht mittels Pseu-
docode.
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14.5 Berechnungsgraphen

Zunachst ist es sehr hilfreich, Berechnungsgraphen einzufithren. Diese sehen
ahnlich aus wie neuronale Netze, aber etwas anders. In einem BG entspricht
jeder Knoten einer atomaren Berechnung, in unserem Fall entweder

1. Addition verschiedener variabler Eingaben
2. Multiplikation einer variablen Eingabe mit einer Konstanten
3. Applikation einer nichtlineraren Funktion S auf eine variable Eingabe

Die Kanten bedeuten jeweils, dass die Ausgabe eines Knotens als Eingabe an
einen anderen Knoten weitergereicht werden. Im neuronalen Netz hatten wir
2. an eine Kante geschrieben; stattdessen setzen wir es jetzt in eine eigenen
Knoten. Fin Knoten im Netz hatten bislang sowohl 1. als auch 3. berechnet;
auch das miissen wir jetzt aufdroseln.

GRAFIK!
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14.6 Backpropagation — Verwaltung

Wichtig fiir BP ist die richtige Verwaltung der Knoten. Wir nutzen die
Konvention:

e Fiir jeden Knoten haben wir einen Index ¢ € N; wir bezeichnen den
Knoten mit v;.

e Fir jeden Knoten haben wir

1. eine Menge von Knoten, die eine Eingabe liefern, und

2. eine Menge, die seine Ausgabe weiterverarbeiten.

Die erste Menge bezeichnen wir mit 1 v, die zweite Menge mit | v. Das
sind also die unmittelbaren Vorganger und Nachfolger.

e Wir nutzen auch manchmal die transitive Hiille dieser Relationen; wir
bezeichnen das mit 1% v bzw. |* v.

e Wir schreiben [! v = v, und |"*! v =]]"™ v; ebenso fiir 1.
Wichtig fiir die Verwaltung von Netzen ist folgende Tatsache:

e Gegeben einen beliebigen Knoten v im Berechnungsgraphen, haben
wir mit 7% v ein Subnetz, das aus allen Vorgangern besteht und eine
einzelne Ausgabe o € R hat.

Noch ein weiterer wichtiger Begriff ist der des dichten Netzes. Ein Netz
ist dicht, falls folgendes gilt:

Falls (1" v) N (1™ v') # 0, dann ist (1" v) = (1" v)
Falls (J" v) N ({™ ') # 0, dann ist ({" v) = (J™ v)

Das bedeutet: falls 2 Knoten einen gemeinsamen Nachfolger in einer gewissen
Tiefe haben, dann sind alle Nachfolger gemeinsam.

Die einfache Variante von Backpropagation funktioniert nur fiir
dichte Netze!

(Hier sind beispielsweise max-out units problematisch).
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14.7 Berechnungsgraphen — Knoten und Funktionen

Erinnern wir uns, dass im Berechnungsgraphen ein Knoten v einer (atom-
aren) Funktion f, entspricht. Wir nehmen nun fiir jeden Knoten v zwei

Funktion r(v), (v)
1. r(v) = f,

2 1) = f!
Das bedeutet rechts steht die urspriingliche Funktion, links die Ableitung.
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14.8 Backpropagation — Der Feedforward-Step

Wir arbeiten nun das Netz von vorne nach hinten um. Wir nehmen die
Eingabe ¥ = (x4, ..., ,,) fiir den Berechnungsgraphen von F'. Wir setzen nun
sukzessive fiir alle Knoten folgendes ein (von vorne nach hinten):

Fall 0 Die Eingabeknoten
Der Eingabknoten v; bekommt
(179) r(v;) =
(180) l(v)=1
Da f,,(x) = x — der Eingabe-Knoten “berechnet” die Identitét — ist der linke
Term der Wert f] ().

Wir kommen jetzt zu den inneren Knoten:

Fall 1 Knoten mit einem Vorganger
Wir haben v mit | Tv| =1

(181) r(v) = fo(r(tv))
(182) l(v) = fi(r(Tv))

D.h. wir speichern den aktuellen Wert der forward-Berechnung im Knoten
v in r(v); in I(v) speichern wir die Ableitungsfunktion appliziert auf den
Vorganger.

Man beachte: falls v einer (konstanten) Multiplikation entspricht

f(z) = we,
dann ist
fi(@) = w,

also [(v) = w — denn es kommt keine Variable darin vor!
Falls v der Sigmoidfunktion entspricht, dann wird links die Ableitung
eingetragen:

S'(x) =S(z)- (1= 5(x)).
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Fall 2 : f, =21+ ..+
Der Knoten hat also eine Menge von Vorgangern.

(183) r(v) = > r()
(184) I(v) = (1,...,1)

Auch das ist klar (auch wenn es hier der Gradient ist, nicht die Ableitung,
denn Vf, = (1,...,1), dh. Vf,(r(t v(z)) = (1,..,1) — wir haben eine
Funktion mit einer konstanten Ausgabe.

Damit sind wir fertig; unsere Ausgabeeinheit v, ist also derart, dass

(185) r(v) = F(Z)
(186) lv)=(1,...,1)
denn die letzte Rechenoperation ist eine Addition! Wenn wir also im FF-
Schritt unseren Graphen préaparieren, dann funktioniert das nach dem ein-

fachen Rezept: links Ableitung/Gradient auf Eingabe, rechts Funktion auf
Eingabe. Das wars.
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14.9 Backward-propagation

Im BP-Schritt lassen wir das ganze jetzt riickwarts laufen. Wahrend wir
vorher das Netz préapariert haben, und am Ende die Ausgabe o fiir Eingabe

Z bekommen haben, lassen wir die Berechnung jetzt von rechts nach links
laufen, wobei am Ende wir eine Ausgabe 2'bekommen (an den alten Eingabeknoten),
wobei gelten soll

(187) # = VF(7)

Am Ende des Netzes F werden die Kosten berechnet (meistens eine
Summe (bei Vektoren) aber nicht notwendig (wenn die Ausgabe eine Zahl
ist!).

Fall 0 Der Ausgabeknoten
Der Ausgabeknoten ist gesetzt mit

(188) 1(vo)

Nun gehen wir von hinten nach vorne durch. Die Ausgabe der Netzes wird
also von hinten wieder nach vorne durchgereicht und modfiziert!

Wichtig ist:in unseren Berechnungsgraphen hat jeder Knoten en-
tweder nur eine Eingabe, oder nur eine Ausgabe, oder beides!

Fall1 |lov|=1=|1v|.

Nehmen wir einen Knoten v mit | | v| =1 = | 1 v| Dann setzen wir:
(189) I(v) :=1l(v) - l({ v)

Wir multiplizieren also die Eingabe von rechts mit dem Wert in [(v). Das
funktioniert in allen Féllen gleich!

Fall2 ||| >1
Das bedeutet: wir fiigen mehrere Eingaben (von rechts) in v zusammen.
Wir setzen dann:

(190) I(v) =1(v) Y 1(v")

v Elv
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Fall 3 |1v|>1
In diesem Fall ist I(v) = (1,...,1). Dann setzen wir einfach:

(191) 1(v) == (I(4 v), ... 1} v))

Nun geben wir an jeden der Vorgénger in einfach den Wert [(| v) weiter.

Durchlauf Wir erneuern also die Werte von rechts nach links; die Werte
der Form r(v) spielen dabei keine Rolle mehr, nur fiir den forward-step.

Das wird gemacht, bis wir [(v;) neu gesetzt haben fiir alle Eingabeknoten
V;.
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14.10 Backpropagation: Ausgabe

Nachdem wir den FF und den BP-Schritt gemacht haben, haben wir fiir
jeden Knoten v; in unserem Berechnunggraphen zwei Zahlen:

v = (L(v;),r(vy))
Wir erinnern uns dass F/(Z,y) = K(N(Z),y). Was wir nun zeigen miissen

ist:

Satz 11 Sei vy ein Knoten um Berechnunggraphen, der einem Parameter 0
des Netzes N entspricht. Dann gilt:

l(vo) = §5F(7,9)

Wir konnen also — wenn das stimmt — effektiv den Gradienten ausrechnen
fiir jeden Parameter — hurra!

Aber warum ist das so? Hierzu missen wir uns Félle anschauen und eine
Induktion tiiber das Netz ausfiithren.
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14.11 Beweis von Satz

Induktion iiber die Struktur/Tiefe der Netze.

Induktionsbasis Erstmal nehmen wir an, wir haben einfache Netze ohne
hidden-layer. Hiervon gibt es 3 Arten, und es ist nicht schwer zu zeigen
dass wir fiir alle 3 den Gradienten berechnen. Insbesondere gilt das fiir
Netze beliebiger Breite (wegen Addition)! Das bedeutet: wir kénnen fiir

die Induktion uns darauf beschréanken, dass wir vorherige Ausgabeknoten als
Eingabeknoten zu neuen Knoten auffassen.

Induktionshypothese Nun nehmen wir mal an, wir haben ein Netz N
mit

1. Eingabeknoten vy, ..., v,,
2. Ausgabeknoten oy, ..., 0.

Wir mochten unser Netz so erweitern, dass es neue Ausgabeknoten nq, ..., n;
hat, wobei o4, ..., 0, die Eingaben fiir diese Knoten sind, also gilt:

Firallei:1<i<I 1Tn;,={o1,..., 01}

Wir haben konstruieren also ein dichtes Netz. Am Ende fiigen wir weiterhin
einen einzelnen Knoten k hinzu, die Werte addiert (die Kostenfunktion).

Nach unserer Annahme haben wir nicht nur ein Netz, sondern eine Menge
von Netzen, namlich

e cines mit Knoten 1* oy,
o ..
e cines mit Knoten 1* oy,

Nach Induktionshypothese berechnen wir fiir jedes dieser Netze, mit Backward-
Eingabe 1, den richtigen Gradienten. Wir konstruieren nun erstmal das neue
Netz basierend auf

T* ny.

99



Wir haben zunéchst die konstante Multiplikation (Kanten), die wie folgt
funktioniert:

(192) V(w - f(z)) = wV f(z))

(Produktregel fiir Ableitungen/Gradienten!)
Als nachstes werden die Werte summiert; hier haben wir

(193) V(f1(Z) + ... + fr(@)) = V(D) + ... + V[ ()

(Summenregel, fiir Ableitungen und Gradienten).

Das bedeutet, wir bekommen den Gradienten an dieser Stelle und konnen
die entsprechende Box austfiillen (Verwaltungsarbeit).

Als néchstes kommt wohl eine nichlineare Funktion g mit Ableitung ¢'.
Wir notieren in dem Knoten also den Wert

(194) ¢'(f(2)),

f(Z) ist hier der Wert der vorwiérts weitergereicht wird.
Nun betrachten wir das neue Netz mit Ausgabe n;, das berechnet die
Funktion f,;. Per Definition haben wir

(195) fn1(Z) = g(wi for (Z) + ... + wi for(Z))

Dementsprechend ist nach Kettenregel

(196) fu1 (%) = ¢' (w1 for(F) + .. + wi for () - (w1 f5y (F) + .. + wi for (7))

Das ist aber genau das, was unser Backprop-Algorithmus berechnet:
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1. Er nimmt die Eingabe 1, multipliziert sie mit ¢'(wq fo1 (Z)+... 4wk for (Z)).
2. Das wird dann im nachsten Schritt multipliziert

(a) mit wy f!,(Z) an Knoten ol,

(b) ...

(¢) mit wyf!,(Z) and Knoten ok.

3. Das dies das vorige layer ist, nehmen wir an dass alle weiteren Vorganger
zu allen Vorgangern Verbunden sind. Das bedeutet: an jedem néchsten
Vorgéanger haben wir die Summe

g/(wlfol(f) + oo+ w for (D)) - wlfél(f)
(197) g for(@) o+ W fo®) - w0 (D)
= (0o (D) o+ W LoD)) - (w00 () o w0 S ()

was genau einer Anwendung der Kettenregel entspricht.

Das funktionert aber nur, falls alle Zellen, die die neue Zelle aktivieren,
dieselbe Menge von Vorgangern haben. Der allgemeinere Fall ist etwas kom-
plizierter, lasst sich aber mit ahnlichen Mitteln abdecken!
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14.12 Gradient descent

Wichtig ist es zu verstehen: der BP-Algorithmus verbessert nicht unser Netz,
er ist auch erstmal kein Trainingsalgorithmus; er ist nur eine Methode, den

Gradienten zu berechnen.
Wir erinnern uns aber: wir haben unser Netz Ny mit den Parametern

(198) 6 = M, ..., M;

Es sind ja hier die linearen Layer die trainiert werden. Wir denotieren diese
Parameter mit 6 in ihrer Gesamtheit. Mittels backpropagation berechnen
wir

(199) VoK (Ny(2)7)
Gradient descent macht nun einfach folgendes: wir setzen

(200) ¢' =6 — E(VG%K (Z,9))

wobei ¢ die Lernrate ist. Also: wir subtrahieren den Gradienten, multipliziert
mit der Lernrate, von den Parametern.
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14.13 Alternative: Momentum

Moderne Algorithmen (wie Adam, Adamax) basieren auf Momentum, einem
Begriff der aus der Physik stammt (Masse - Geschwindigkeit).

Lernen mit Momentum soll die Abhéngigkeit von womdglich stark wech-
selnden Gradienten verringen (Schluchtbeispiel).

Stattdessen soll aus wechselnden Richtungen eine generelle Richtung ex-
trapoliert werden:

(201) fo = IV K(N(),5)

L . 1 N
(202) Uip1 = (xvi—lVQEK(Ngi(x),y))

Hier ist ¢ das Momentum (also die alte Bewegungsrichtung), a € [0,1) ein
Hyperparameter, der angibt, wie stark das alte Momentum einfliesst in das
neue (also sich veringert in jedem Schritt). Das Momentum wird errechnet
aus dem Gradienten, und erst das Momentum fliet direkt ein in die neuen
Parameter.

Adam bedeutet: adaptive momentum. Adam und Adamax basieren also
auf diesem Begriff!
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14.14 Zusammenfassung

Man kann das Training eines neuronalen Netzes also in drei Teile aufspalten:

1. Batching — aus dem Datensatz wird eine (iiblicherweise kleine) Teil-
menge genommen, die Batch, mit der eine Trainingsepoche durchgefiihrt
wird.

2. Mit der Batch und dem Netz wird nun Backpropagation durchgefiihrt.
Die Ausgabe dieses Schrittes ist der Gradient des Netzes fiir die Batch!

3. Mit dem errechneten Gradienten werden die Parameter neu gesetzt:
0 := 0 — IVyF. Wir speichern diese neuen Parameter.

Das ist eine Trainingsepoche.

Wichtig ist aber: SGD ist im Deep Learning keinesfalls dominant; es
viele weitere gradientenbasierte Optimierungsalgorithmen, die ebenfalls sehr
gelaufig sind.
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15 Initialisierung

DL-Algorithmen basieren auf Iterationen, haben keine Garantie der Konver-
genz, und selbst wenn sie konvergieren gibt es keine Garantie dass wir ein
globales Minimum erreicht haben. Es ist leicht zu sehen dass unter solchen
Bedingungen die Intialisierung des Netzes — also bildhaft gesprochen: der
Punkt von wo wir die Reise durch den Parameterraum starten — eine grofle
Rolle spielt.

Zentral: keine gleich initialisierten Parameter, sonst werden die Param-
eter auch gleich auf alle Eingaben reagieren. Daher am besten eine zufallig
gewdhlte Initialisierung (Gleichheit extrem unwahrscheinlich).

Hier zwei Moglichkeiten:

1. Gezogen von der uniformen Verteilung (iiber ein begrenztes Intervall,
normalerweise [0, 1]

2. Gezogen von einer Normalverteilung (mit Erwartungswert 0)
Was ist besser? Hier folgendes Bedenken:

1. Uniforme Verteilung setzt alle Zahlen gleich, also auch Randwerte treten
haufig auf. Andererseits haben wir eine a priori Beschrankung des In-
tervalls.

2. Normalverteilung heifit: wir tendieren eher zu kleinen Zahlen (bei p =
0, wie iiblich), haben aber theoretisch keine Beschriankung — praktisch
aber schon.

Es hilft sich auch klarzumachen, was grofie/kleine initialisierte Werte be-
deuten in Begriffen der Wahrscheinlichkeitstheorie:

e Kleine Initialwerte bedeuten dass wir apriori annehmen, dass das entsprechende
Merkmal (d.h. entsprechende Eingabekomponente) fast keinen Ein-
fluss auf die Klassifizierung hat. Um also einen deutlichen Einfluss zu
nehmen brauchen wir Evidenz, die bekommen wir iiber grofle Gradien-
ten.

e Grofle Initialwerte bedeuten dass wir apriori einen grofien Einfluss auf
die Klassifizierung annehmen, und Evidenz muss erst zeigen, dass es
eigentlich irrelevant ist.

Insgesamt ist aber die Interaktion dieser Komponenten nicht wirklich gut
verstanden, soweit ich weiss.
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16 Regularisierung

Regularisierung ist eine Anderung eines Lernalgorithmus mit dem Ziel, den
Fehler in der Generalisierung zu reduzieren, nicht aber die Fehler auf den
Trainingsdaten. Z.B. kénnen wir verlangen (fiir ein lineares Modell)

(204) L(T) = M + @

dass der Einfluss von @ moglichst gering ist. Das macht man, indem man
z.B. als Kostenterm die Zahl

a'a
hinzufiigt. (NB: @'@ € R. Das fiihrt dazu, dass die Daten moglichst gut
durch die Neigung der Kurve erfasst werden miissen. Regularisierungsterme
sind Hyperparameter, deren Wirksamkeit empirisch gepriift werden muss
(mit Testdaten).
Ein spezielles Verfahren der Regularisierung mit neuronalen Netzen ist
der sog. Dropout.

e Im Dropout werden einfach mal so ein bestimmter Anteil der Verbindun-
gen von Neuronen gekappt.

e Das bedeutet dass, wenn wir das ganze als Matrixmultiplikation darstellen,
der entsprechende Eintrag in der Matrix auf 0 gesetzt wird;

Unsere Matrix wird also diinner.

Diese Form der Regularisierung ist wohl schwierig theoretisch zu recht-
fertigen, aber funktioniert in der Praxis recht gut. Das ist wohl am ehesten
so zu erklaren: durch den Wegfall von Eintragen der einzelnen Matrizen
wird der Fit der der einzelnen Layer schlechter, die Anzahl der Parameter
drastisch reduziert, wiahrend die Tiefe und Anzahl der Neuronen beibehalten
wird. Es scheint dass diese letzten beiden Faktoren entscheidend beitragen
zur Generalisierung, die damit tendenziell verbessert wird.
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17 Word embeddings

17.1 Einleitung

Wir kommen nun zu den Problemen, die sich stellen wenn wir neuronale
Netze in NLP anwenden. Das erste und grundsatzlichste ist folgendes: Neu-
ronale Netze arbeiten zwangsliifig mit Daten der Form R"”; in NLP haben wir
aber iiblicherweise mit Worten/Sétzen zu tun, also mit strings oder Worten
im technischen Sinne (ein Wort ist eine Kette w € ¥*, wobei ¥ auch ein
spezielles Symbol OJ fiir das Leerzeichen umfassen kann). Was wir also zuerst
machen ist:

Word embedding Wir betten unsere Daten — also die Objekte, mit denen
wir arbeiten wollen — in einen Vektorraum ein. Das lauft unter dem Namen
word embedding, und ist ein zentraler Schritt wann immer man Deep Learning
auf linguistische Daten appliziert.

Fiir uns sind das je nachdem entweder Worte (im linguistischen Sinn)
oder Buchstaben; man spricht dann von

e word embeddings und
e character emeddings

Wir suchen also je nachdem eine Funktion

(205) vec: ¥ — R"”
(206) vec: ¥ — R"

Diese Abbildung soll natiirlich nicht beliebig sein, sondern wichtige Eigen-
schaften von Worten kodieren. Und natiirlich wollen wir diese Abbildungen
nicht von Hand erstellen, sondern anhand von Daten automatisch induzieren.

Hierfiir gibt es verschiedene Modelle; welches sich besonders gut eignet,
héngt nicht nur von dem Modell als solches ab, sondern auch von den Auf-
gaben, die es erfiillen soll. Wir betrachten eine Auswahl davon.
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17.2 Vorspiel: tf-idf Kodierung

Eine alte Art der numerischen Gewichtung bzw. Kodierung (pré-neuronal
sozusagen) von Worten

o tf steht fiir term frequency (ohne weiteres klar)

e idf steht fiir inverse document — die inverse der relativen Haufigkeit der
Dokumente, die den Term enthalten.

Die Idee ist hier folgende: es gibt Worte, die sind relativ haufig in allen Tex-
ten: z.B. a,the,... etc. im Englischen. Diese Worte geben uns normalerweise
keine relevante semantische Information iiber den Text. Es gibt auch Worte,
die sind héufig in bestimmten Arten von Texten, aber nicht in allen. Diese
Worte sind dann sehr wohl informativ fiir den Text.

Wir haben also das zugrundeliegende Muster: die Haufigkeit eines Wortes
allein sagt nicht so viel aus wie seine Haufigkeit gewichtet mit der Anzahl
der Texte, in denen es iiberhaupt vorkommt. Je mehr Texte das sind, desto
geringer ist seine Aussagekraft — daher die Inversion.

Wir kommen zur Definition:

e Sei D ein Dokument, w ein Wort. Dann ist ¢f(w, D) = |D|,, einfach
die Zahl der Vorkommen von w in D

e Sei D eine Sammlung von N Dokumenten. Dann ist idf(w,D) =
N/{D € D : tf(w,D) > 0}|. D lésst man dabei auch manchmal
weg.

Dann haben wir
(207) tf — idf (w, D) = tf(w, D) - idf (w)

Wir haben also eine Zahl, die einfach eine Heuristik der Informativitat
ist: je hoher die
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17.3 Skip-gram Methode

Das Skip-gram-Modell basiert auf dem Konzept eines Skip-grams. Das ist
im Prinzip ein n-gram, in dem ein (zentrales) Wort ausgelassen wird. Die
Aufgabe ist nun, das Skip-gram mittels eines Wortes vorherzusagen. Die
Ordnung interessiert uns dabei nicht, sondern nur die Frage:

Skip-gram Frage Kommen w,w’ im selben n-gram vor?

Oder anders steht w’ im Skip-gram von w?
Dieses Problem mdochten wir approximieren mittels eines linearen Mod-
elles.

Formaler, wir mochten den folgenden Term approximieren:
1 ,
(208) — t_zl cgjgzc&#o ~logP(Xyij = w'| X, = w)
wobei
e ¢ die Grofle des Skip-gram Kontextes,
o T die Grofle des Lexikons
e X, das ite Wort ist
e w das Skip-Wort (in der Mitte)
e Die Wahrscheinlichkeiten P werden einfach vom Korpus geschatzt.

Das heisst: wir schitzen einfach mittels Daten der Form: sei ¢ = 5, dann
gibt es einen Satz

(209) w1 Wy ...W10

dann wird unser Datensatz:

(wlv w2)7 (wb w3), (wz, w1), (wg, wg), (wz, w4), (U)g, wl)...

wobel wir naturlich die Zahl der Vorkommen uns merken missen.
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Die Aufgabe: Finde eine Vektorrepasentation der Worte
Wy - t < T
so dass ein Perzeptron P, gegeben den Eingabevektor vec(w), dasjenige w’

liefert, dass am wahrscheinlichsten im Skip-gram mit w vorkommt.

Wichtig: es handelt sich hierbei um einen Fake-task; das ist nicht unsere
eigentliche Aufgabe, sondern eine Aufgabe, die wir nur angehen, um damit
ein Netz zu trainieren. Nun ist die Frage: wie sehen unsere Wort-Vektoren
aus, auf denen wir das Netz N trainieren? Wir nehmen hier die denkbar
einfachste Losung: wir nummerieren unsere Lexikon L; setzen also

Lex = {wy,...,w,}

Dann nehmen wir

i—1 mal n—i mal
—_—
(210) wvecy(w;) = (0, ...,0,1,0,...,0)

Man nennt das one-hot Vektor; dass sind einfach spezielle Einheitsvektoren
(eine 1, der Rest 0). Wir kénnen mit diesen Vektoren aus den Skip-Grams
eine Klassifikationsaufgabe machen:

Gegeben vecy (w), finde dasjenige w’ so dass

(211) w' = argmax Psgip—gram(w'|w)

wobei Psiip—gram einfach die Wahrscheinlichkeit liefert, dass v im Skip-
gram von w auftaucht.

Das bedeutet: wir mochten ein Modell trainieren, mittels Einheitsvek-
toren gut die syntaktische Nachbarschaft von Worten vorherzusagen. Dieses
Modell ist im Normalfall ein einfaches Perzeptron, also eine Funktion der
Form

(212) go M

wobei M eine Matrix ist, ¢g eine nichtlineare Funktion, konkret die Softmax-
Funktion. Wichtig ist:

(213) (g0 M(veey(w:))); € [0, 1]
ist eine Wahrscheinlichkeit, namlich:
= die Kookurrenzwahrscheinlichkeit P(w;|w;)

(Wichtig ist der skip-Teil, sonst wére immer P(w;|w;) = 1)!
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Das lineare Layer Wir nehmen an, wir haben ein (lineares) Layer M, was
unmittelbar nach dem Eingabelayer kommt. Da die Eingabe

T = |Lex| Dimensionen
hat, ist
M eine m x |Lex|-Matrix

wobei m eine “verniinftige” Zahl ist (wie 300). Was nun passiert ist: vec;(w)
aktiviert eine Spalte in M:

(214) Mvecl(w) = M,,i

wobei i diejenige Komponente von vec; (w) ist, die 1 hat. Der one-hot Vektor
aktiviert also einfach eine Spalte von M — das wars! Mittels dieses ersten
Layers haben wir also die Dimension bereits auf m reduziert. Diese Zahl
kann man sich vorstellen als

m = Anzahl der Merkmale

Wir geben also jedem Wort einen Vektor als “Struktur” mit, und nehmen
einfach am Ende diese Gewichte als Reprasentation — soz. Kategorie — des
Wortes.

Das nichtlineare Layer Die Ausgabewahrscheinlichkeit
Pwluw’)

berechnet man mittels der Softmax Funktion (die unter nichtlinear lauft).

Aber Vorsicht:
M (vecy(w)) € R3® (mehr oder weniger),

das bedeutet: softmar(Mveciw) € R3° kann diese Wahrscheinlichkeiten
nicht liefern

e wir brauchen ja eine Verteilung iiber |Lex| Ereignisse

e und das kann leicht in der Grofienordnung 10° sein!
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(Man beachte tibrigens das wir also die Wahrscheinlichkeit von | Lez|* Ereignis-
sen schétzen miissen, als (10%)% = 10'°. Dazu spéter.)

Man muss also etwas komplexeres finden. Hier reprasentiert M das lineare
layer.

exp(Muvec, (w') T Mvec; (w))
Y veres €TP(Muvecy (v) T Muvec, (w))

(215) Py(w'|w) =

Die Softmax-Funktion garantiert uns, dass wir am Ende eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung bekommen.

Dieses Modell wird — in diesem Falle — optimiert fiir M, d.b. fiir die eine
Spalte in M, die durch vec, (w) aktiviert wird:

e Kostenfunktion ist, wie immer, Kreuzentropie

e Die “target-Funktion” ist die Skip-gram Wahrscheinlichkeit, unabhéangig
aus dem Korpus geschétzt (Maximum Likelihood)

Wir konnen nun mit den gewohnten Methoden das neuronale Netz trainieren;
allerdings gibt es ein kleines Problem: wir haben oft

| Lez| ~ 107
und die Kosten um
(216) Viog(Py(wlv))

zu berechnen sind proportional zu dieser Grofle! Das wiederum ist nur ein
Paar von

|lez|* Paaren von Worten!
D.h. auch wenn wir den Nenner von nur einmal (pro Trainingsrunde)

berechnen miissen, miissen wir doch eine Vielzahl von Berechnungen ausfiihren.

Die Kostenfunktion Mit unserer Skip-Gram Methode konnen wir natiirlich
ohne weiteres Wahrscheinlichkeiten schatzen:

. Anzahl der Vorkommen (w,v) in den Daten
(217) P(wlv) = . —
Anzahl der Vorkommen (z,v) in den Daten (beliebiges x)

112



Wir konnen daraus die Kostenfunktion ableiten:

(218) K(w,v) = —logPy(w|v) - P(wlv)

Hierauf wird das Netz nun optimiert mit den gewohnlichen Algorithmen.
Wichtig ist es, im Kopf zu behalten: das alles hier war nur ein Fake-task: in
Wirklichkeit geht es darum, Worte in Vektoren einzubetten!

Die Einbettung Das geht nun wie folgt: sei M die Matrix unserer fertig
optimierten Modells. Wir setzen nun (finale Einbettung):

(219) vec(w) = Muvec (w)

Anders gesagt: jedes Wort w wird also eingebettet als die Spalte der Ma-
trix des Modells, die von veco(w) aktiviert wird. Erinnern wir uns dass
diese Spalte eine “liberschaubare” Grofie hat, die von uns selbst festgelegt
wird. Wir konnen damit also Lex einbetten in einen Vektorraum mit einer
iiberschaubaren Dimension.

Die zugrundeliegende Annahme, die diese Einbettung rechtfertigt, ist fol-
gende:

e unsere Vektorreprisentation ist daraufhin optimiert, Kookkurenzen vorherzusagen,

e das bedeutet: diese Information (Kookkurrenz) steht irgendwo in diesen
Zahlen — denn sonst konnte Softmaz sie ja nicht herausholen.

Wir nehmen dazu an, dass jede Einbettung, die die Kookkurrenz-Information
kodiert, auch allgemein alle relevanten syntaktischen/semantischen Merk-
male kodiert. Wohlgemerkt: das muss nicht so sein, stellt sich aber als
empirisch oft zutreffend heraus.
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17.4 Hierarchical Softmax: Die Optimierung

Wir haben oben das Problem erwéhnt, dass wir in der Optimierung des Mod-
ells zuviele Rechenschritte ausfiithren miissen. Das effektive Training sprengt
also in der Praxis oft unsere Moglichkeiten. Es gibt allerdings eine effiziente
Art, die Berechnung oben zu approximieren, namlich hierarchical soft-
max (HS). Es reduziert die |Lez| Evaluierungen, die wir vornehmen miissen
in einer Berechnung der Softmax-Funktion, zu

logs| Lex|

Evaluierungen. Hierzu miissen wir uns folgendes vorstellen: Im Prinzip ist
unser Modell F' (mit Fehlerfunktion!) eine Funktion

(220) F:¥* x&* - R
wobei
(221) F(w,v) = —logPy(w|v) - P(w|v)

Wir nehmen also zweit Worte, wovon eines als gegeben, das andere als variabel
betrachtet wird. Man kann auch eine Funktion definieren

(222) F,: 3" - R
wobei
(223) F,,(v) = —logPy(w|v) - P(w|v)

Wir konnen eine solche Funktion auch als einen Baum auffassen: wir
legen eine erste Eingabe v fest; was fehlt ist die zweite Eingabe w. Wir
nehmen nun einen binaren Baum, wobei:

e jedes Blatt ein Wort w € Lex reprasentiert; das Blatt mit w liefert uns
dabei die Wahrscheinlichkeit P(w|v).

e jeder innere Knoten reprasentiert die Summe der Wahrscheinlichkeiten
(also die Wahrscheinlichkeitsmasse) aller unter ihm liegenden Knoten.
Das definiert sich also von den Bléttern aufwérts induktiv.

Hierbei ist folgendes wichtig:
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e Der Baum wird |Lexz| Blatter haben, aber:

e jeder Pfad von der Wurzel zu einem Blatt wird < logs|Lez| Knoten
umfassen — also deutlich weniger.

Damit definiert dieser Baum eine Art random walk von der Wurzel zu
Worten, wo wir jedesmal mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit einen gewis-
sen Abzweig nehmen. Wir bezeichnen nun:

n(w,j) = ist der j-te Knoten auf dem Pfad von der Wurzel zu w
L(w) = ist die Lénge des Pfades von der Wurzel zu w

Also gilt: n(w, 1) ist die Wurzel, n(w, L(w)) = w. Sei x ein beliebiger innerer
Knoten des Baumes. Wir lassen succ(x) einen belieben, aber eindeutigen
Nachfolger von x denotieren; haben also eine Funktion succ die fiir jeden
inneren Knoten einen Nachfolger wahlt. Weiterhin sagen wir:

Fiir eine Gleichung ¢t = s gilt

1, falls t = s wahr ist

—1 andernfalls .

(224) ||t = s| = {

Auflerdem haben wir eine Vektorreprasentation fiir jeden inneren Knoten
von des Baumes. Da aber die Anzahl der inneren Knoten < die Anzahl der
Blatter, féllt das nicht besonders ins Gewicht. HS definiert Pgg(w|v) nun
wie folgt:

(225)
L(w)—1
Prs(wlv) = S (In(w, j 4+ 1) = succ(n(w, §))|| - Mvec(n(w, j)) " Mvec(v))
J=1

wobei S die Sigmoid-Funktion ist. Es lasst sich zeigen, dass das eine konsis-

tente Wahrscheinlichkeitsverteilung erzeugt. Das wichtige hieran ist:

e Die Anzahl der Berechnungsschritte fiir (log) Pgs(w|v) und V(log) Pgs(w|v)
wéchst proportional zu L(w);

e Im Allgemeinen gilt L(w) ~ logs(|Lex|)

Aber wie verhalt sich Softmax zu hierarchical Softmax?
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17.5 word2vec und GloVe

word2vec und GloVe sind zwei existierene Embeddings, die auf den eben
beschriebenen Methoden basieren: wir trainieren ein Perzeptron auf one-hot
Vektoren fiir einen fake-task, namlich Kookkurenz-Wahrscheinlichkeiten.
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17.6 Sog. “Additive Kompositionalitat”
Ein berithmtes praktisches Beispiel ist folgendes:
(226) (vec(Madrid) — vec(Spain)) + vec(France) = vec(Paris)

wobei & bedeutet: es gibt kein w € Lez so dass vec(w) ndher an vec(Paris)
liegt als der Vektor in ([226)).

Eine wichtige Eigenschaft von Einbettungen ist also folgende: wir mochten
semantische Relationen in numerische Ubersetzen kénnen semantische Ver-
wandschaft in geometrische Nahe; und wir mochten die Komposition von
komplexen Bedeutungen aus einfachen iibersetzen in numerische Operatio-
nen des Vektorkalkiils, z.B. Addition (als einfachste der Operationen der
linearen Algebra. Das hiefle z.B.:

(227) vec(kleines Auto) =~ vec(kleines) + vec(Auto)

wobei &~ wiederum bedeutet: die beiden Vektoren zielen in ahnliche Regio-
nen, oder, etwas abstrakter, sie bezeichnen einen ahnlichen Winkel.
Um das zu verstehen, muss man folgende Gleichung kennen: wir haben

(228) 'y = [2] - [9] - cos(£(Z, 7))

wobei Z(Z, ) den Winkel der beiden Vektoren bezeichnet. Also:

T —
ry
)_

2] 1]
Wir haben (erinnern wir uns)

(230) cos(£) = Ankathete von /

(229) cos(Z(Z,7)

Hypothenuse

im rechtwinkligen Dreieck, also:
(231) cos(0°) =1
Wir konnen also sagen:

Zwei Vektoren Z,7 sind sich ndher (modulo Lénge), je néher
cos(Z(Z,1)) an 1 liegt.

Das lésst sich mittels der obigen Gleichung wiederum leicht ausrechnen (Ter-
mumformung). In diesem Fall interessiert also nur die Richtung des Vektors,
nicht die Lange.

Das illustriert mithin: wenn wir Worte als Vektoren auffassen, ist nicht
vollig klar welchen Merkmalen wir welche Bedeutung zumessen sollen.
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17.7 ELMo

Das Konzept (Embeddings from language models) Was wir bislang be-
sprochen haben sind die klassischen Embeddings, die schon langst nicht mehr
die besten Ergebnisse erzielen.

Elmo unterscheidet sich von den bisherigen Einbettungen in zwei entschei-
denden Punkten:

1. die Einbettung eines Wortes wird nicht mehr an und fiir sich, sondern
in einem gegebenen Kontext vorgenommen. Also: dasselbe Wort wird
zu verschiedenen Vektoren, je nach dem Kontext in dem es steht.

2. Elmo basiert auf Buchstaben-embeddings: die Einbettung eines Wortes
ist eine Funktion der Einbettung der Buchstaben. Das bedeutet: es gibt
kein vordefiniertes Vokabular, alles kann eingebettet werden.

Ich glaube auch, das die beiden Punkt miteinander verwandt sind: dadurch,
dass wir uns auf Buchstaben basieren, konnen wir besser ad-hoc einbetten.
(Bei Worten gébe es eine zu grofie Anzahl von moglichen Kontexten).

Der Vorteil der Methode liegt auf der Hand: wir konnen mit allen Arten
von Ambiguitdt umgehen. Wenn wir die Einbettung als u.a. Semantik des
Wortes betrachten, dann ist die Festlegung auf einen Vektor natiirlich prob-
lematisch. Die kontextuelle Einbettung hat dagegen eine implizite Disam-
biguierung!

Der Nachteil der Methode liegt auch auf der Hand: wir brauchen viel
Rechenleistung fiir die Einbettung, und insbesondere gibt es kein “fertiges
Worterbuch”. Man kann also nur mit Elmo arbeiten, wenn man die entsprechende
Rechenleistung zur Verfiigung hat.

Einige Details Elmo macht die Einbettung auf Basis von Bi-LSTM, also
rekurrenten Netzen. Die Idee ist folgende:

1. Ein Bi-LSTM wird vortrainiert auf einem groflien Korpus fiir einen fake
task (ohne Kosten kein Training). LSTM sind Netzwerke, die ihre
Eingabe als interne Zustinde kodieren (man kann sich das vorstellen
wie einen Automaten).

2. Die Einbettung eines Wortes w in einem Kontext C' ist eine Funktion
des internen Zustandes des LSTM, nachdem es w, C' gelesen hat.
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Die Idee ist also &hnlich wie oben (Training fiir fake task), nur dass wir
statt Perzeptron eine Technik benutzen, die auf Sequenzen arbeitet. Da wir
LSTM noch nicht besprochen haben, macht es hier aber keinen Sinn in die
Details zu gehen...

Einige Ergebnisse hierzu gibt es auf der Homepage des Allen Institute,
die die Methode entwickelt haben: https://allennlp.org/elmo
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17.8 BERT

(Bidirectional Encoder Representations from Transformers) BERT wurde
von Google entwickelt und wird mittlerweile in den meisten Anwendungen
benutzt. BERT ist gleichzeitig das state-of-the-art Modell. So wie Elmo
auf LSTM basiert, basiert Bert auf dem Transformer-Modell, welches in den
meisten Anwendungen die LSTM verdrangt hat.

Bert basiert auf einem Sprachmodell

(232) LM : Lex™ — [0, 1]

also einem Modell welches die Wahrscheinlichkeit von Sétzen vorhersagen
soll. Ein solches Modell kann man natiirlich auch umgekehrt nutzen, um in
einem gewissen Kontext das wahrscheinlichste Wort vorherzusagen:

(233) Cry(a,cr) = argmazyepe: e,

Der Transformer wird nun trainiert, indem wir einen Teil des Textes verdecken
(ca. 15%), und versuchen die fehlenden Worte vorherzusagen. Fiir diesen
task wird das Modell optimiert, und die entstehenden Parameter des Mod-
ells bilden die Basis des Wort-Kontext embeddings.

Man wendet bei BERT iibrigens eine Art fine-tuning, auch genannt trans-
fer learning an: das allgemeine Training erfolgt offline von Google, fiir spezielle
Aufgaben wird BERT allerdings “nachtraininert” auf spezifischen Corpora.
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18 Recurrent Neural Networks

18.1 Motivation

Ein grofler Nachteil von neuronalen Netzen ist, dass die Eingaben eine fest-
gelegt Lange, d.h. Anzahl von Komponenten haben. Oftmals wollen wir aber
Sequenzen verarbeiten, die beliebig lang sind! Ein weiteres Problem ist, das
wir gerade im NLP unsere Eingaben immer wvorverarbeiten miissen, damit
sie das passende Datenformat R™ haben. Das kénnen wir gut machen, wenn
unser Eingaberaum endlich und von vornherein bekannt ist, wie z.B. das
deutsche/englische Lexikon. Aber wie soll das gehen mit einem unbekannten
Raum wie den deutschen/englischen Sétzen?

Hier wiirden wir gerne ein neuronales Modell haben fiir die Verarbeitung
von Sequenzen, im Sinne von beliebigen Sequenzen von Vektoren. Das
machen rekurrente neuronale Netze.

18.2 RNN — zwei Auffassungen

Mathematisch gesehen ist ein RNN eine Funktion

(R")* — R™,
wbei n die Eingabedimension des Netzes ist, m die Ausgabedimension. Wir
nehmen also eine Folge (beliebiger Lange) von Eingaben, und liefern daraus
eine Ausgabe. Da aber das RNN eine Eingabe nach der anderen sequentiell

abarbeitet, gibt es dabei auch eine Folge von intermedidren Ausgaben, d.h.
in diesem Sinne haben wir eine Funktion

Wie wir das Netz auffassen, hangt von der Anwendung ab:

o falls wir ein Sprachmodell wollen, dann interessiert uns nur die letzte
Ausgabe, die wir als Wahrscheinlichkeit auffassen;

e wenn wir ein Modell zur maschinellen Ubersetzung nutzen mochten,
dann interessieren uns auch alle intermediaren Ausgaben.

Wir bezeichnen die beiden Modelle mit
RNN bzw. RNN™*

Wohlgemerkt: das Netz kann in beiden Fallen vollkommen gleich aussehen,
wir interpretieren es nur anders.
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18.3 Definition

RNNs sind Netze, die nicht einzelne Eingaben verarbeiten, sondern Abfolgen
von Eingaben, also Folgen von Vektoren, deren Lange nicht von vornherein
festgelegt ist.

Der Witz ist hierbei, dass RNNs Netzwerke sind, die sich mit
jeder Eingabe dndern, also je nachdem, welche Eingabe(n) sie
vorher bekommen haben, eine andere Funktion berechnen.

Wenn wir ein normales Netzwerk als eine Funktion NV auffassen, dann konnen
wir ein RNN als eine sich mit jeder Eingabe andernde Funktion auffassen,
ahnlich einem Automaten, der mit jeder Eingabe seinen Zustand dndert und
dementsprechend eine andere Funktion berechnet.

Entscheidend ist hierbei der hidden state des Netzes. Das ist nichts
anderes als ein Vektor

seR"

Wir kodieren also den Zustand des Netzes als Vektor — nichts weiter. Das
Netz am Zeitpunkt ¢ + 1 nimmt nun zwei Eingaben:

1. Die t 4+ 1te Eingabe aus der Eingabesequenz, und
2. den Zustandsvektor s,,.

GRAFIK!

Jetzt ist die Frage, wie sich Zustands- und Ausgabevektoren gegenseitig
beeinflussen, bzw. wie die Berechnungen ablaufen. Hierzu brauchen wir zwei
Funktionen:

1. N nimmt zwei Vektoren als Eingabe, ndmlich s; und x;,1, und liefert
die Ausgabe s;.1 (also den neuen Zustand!)

2. O nimmt s;;; (die Zustandsausgabe von N) als Eingabe, und liefert
die Ausgabe ;.1

Was hier auffallt ist die “eigentliche” Funktion des Netzes darauf abzielt,
den neuen Zustandsvektor zu liefern. Das hangt zusammen mit unserer Auf-
fassung dass die eigentlich interessante Ausgabe die letzte ist. Wir haben
folgende Gleichungen:
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(234) RNN*(Z1, e Ty $0) = (F1oes )

(235) RNN(Zy,...,%n,5) = Un
wobel

(236) 7 = O(5)

(237) S = N(§_1,%))

wobei gilt: n die Eingabedimension, m die Ausgabedimension, und
7; € R™, ¢, € R™, 5; € RF(™
wobei f eine Funktion ist, die durch N bestimmt wird. Wichtig ist:

> N, O sind die zugrundeliegenden Funktionen, und diese bleiben gleich
iiber alle Berechnungsschritte hinweg.

> Information tiber vergangene Berechnungen werden nur weitergegeben
durch den Zustandsvektor s.

Nun gibt es folgende Fragen bzw. Parameter des Netzes:

1. Welche Art von Funktionen sind O, N7 Antwort: im einfachen Fall N
ein Perzeptron, O ebenfalls

2. Wie kommen die Vektoren Z, § zusammen in N7 Antwort: verschiedene
Moglichkeiten, z.B. Addition, oder aber zwei Eingabelayer, also im
Prinzip dasselbe wie eine Eingabe 7' = (Z, 5).

3. Was sind die Parameter? Das sind immer dieselben, durch alle Berech-
nungsschritte.

Als Beispiel fiir die Funktionsweise konnen wir die Definition einmal auss-
chreiben:

(238) sy = N(s3,14)

(239) = N(N(s9,23),14)

(240) N(N(N(s1,22),23),x4)

(241) N(N(N(N(sg,x1),22),x3),T4)
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Ebenso gilt:

(242) ys = O(N(s3,x4))

(243) = O(N(N(s2,23),24))

(244) O(N(N(N(s1,22),23),24))

(245) O(N(N(N(N(so,21),x2),x3),24))

In diesem Sinne enthalten s, und y, alle Informationen aller Eingaben.
Soweit so gut. Die Frage ist: wie trainieren wir diese Modelle? Denn wir
miissen ja nicht nur auf eine Ausgabe optimieren, sondern auch darauf, dass
die néachste Eingabe richtig verarbeitet wird!
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18.4 Das bag of words-Modell CBOW

Ein ganz besonders einfaches RNN-Modell ist das CBOW (continuous bag of
words)-Modell. In diesem Fall haben wir:

(246) Si = Si—1t+
wobei
Siy Tiy Yi € R™

Wenn wir nun sg — den “Startzustand” — entsprechend setzen als
(248) so = (0,...,0)

Dann bekommen wir, fiir eine Eingabe

die Ausgabe
(249) G = Y 7
j=1

Wie summieren also, im Falle einer Eingabe
Wy... Wy,
einfach die Vektoren
vec(wy) + ... + vec(w,,)

Insbesondere ist das Modell also kommutativ, d.h. die Reihenfolge der
Eingaben spielt keine Rolle.
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18.5 SRNN

Wir betrachten nun das Elman Network oder Simple RNN (SRNN). Dieses
Modell hat die folgende Form:

(250) ;i = Nornn (@i, si-1) = g(Ms;—1 + M'z; + @)
(251) Yi = OSRNN(Si) = S;
wobei

gi’g‘i c Rn’ T e Rm’ M € Rnxn7 M' € Rnxm’ aecR”
und g ist eine nichtlineare Funktion, z.B. die Sigmoidfunktion

1

252) g =
(252) ¢ =

Das bedeutet: die Ausgabe ist gleich dem Zustandsvektor (hat also keine un-
abhéngige Existenz; der Zustandsvektor wird einfach mit einem Perzeptron
berechnet. Die beiden Eingaben werden dabei aufaddiert.

Durch die Présenz einer nichtlinearen Funktion ist das Modell aber nicht
mehr kommutativ, d.h. wir konnen Information iiber die Reihenfolge der
Eingaben kodieren.
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18.6 RNNSs stapeln

Bislang haben wir RNNs angeschaut, wo die Berechnung in jedem Zeitschritt
im Prinzip ein einfaches Perzeptron war. Wenn wir tiefe RNNs bauen, dann
erweitern wir normalerweise nicht tiefe Netze, um sie rekurrent zu machen,
sondern im Gegenteil:

> Wir nehmen mehrere einfache RNNs, und stapeln RNNs aufeinander.

> Auf diese Art bekommen wir ein tiefes RNN.

Das bedeutet: wir bauen ein RNN, in dem jedes Layer zwei Ausgaben
erzeugt:

1. eine Ausgabe die an das néachste Layer weitergereicht wird zur Verar-
beitung derselben Eingabe

2. eine Ausgabe, die an dasselbe Layer fiir die Berechnung der ndachsten
Eingabe weitergereicht wird.

Das bedeutet: RNNs werden aufeinander gestapelt, oder anders gesagt:
alle internen Layer des Netzes kommunizieren lokal untereinander.

Die Frage ist: wie funktioniert diese Veranderung, bzw. wie kommu-
nizieren die Instanzen des Netzwerkes iiber verschiedene Eingaben hinweg?

Die Antwort: jedes einfache RNN kann als ein hidden layer im tiefen
RNN funktionieren.

Das bedeutet, wir bekommen in voller Allgemeinheit folgende Definitio-
nen: Sei

e Sei Ny, ..., N; die Funktionen des ersten,..., iten Layers
e O die Ausgabefunktion

Wir haben also ein RNN der Tiefe i. Nimm nun eine Eingabe

Dann ist also:

(253) 71 = O(Ni(...(N1(31, %)), 50))
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Desweiteren bekommen wir eine Liste von Zustanden

(254) 5= Ni(#,5)

(255) 51 = Nao(Ni(1, 5), 55)

(256) :

(257) 5‘3 = Ni(---(NQ(Nl(fl,gé):gg)---)agé)

Wir berechnen im nachsten Schritt also
(258) 4o = O(N;(...(N1 (2, s“%)), 5"1))

Das bedeutet: im tiefen RNN kommunizieren alle layer “mit sich sel-
ber” {iber Zeitschritte; daher gilt: es ist besser sich ein tiefes RNN als
ein “gestapeltes” System von einfachen RNNs vorzustellen, als ein tiefes
Feedforward-Netz, das rekurrent wird.
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18.7 Training von RNNs

RNNs einfalten/ausfalten Wichtig ist: nehmen wir ein RNN, das eine
Eingabe

verarbeitet. Wir konnen uns das vorstellen als ein tiefes Feedforward-Netz,
in dem immer neue Eingaben kommen. Der eigentliche Punkt ist: bei allen
Berechnungen werden Parameter geteilt, es gibt also dieselben Parameter
in vielen Rechenschritten. Wenn wir also eine Eingabeldnge festlegen, dass
ist ein RNN nicht mehr eine Verallgemeinerung eines Feedforward-Netzes,
sondern ein Spezialfall. Das ist eine Art, ein RNN aufzufassen, und diese
Art ist besonders sinnvoll im Training.

Hier ist der entscheidende Punkt: wir konnen nicht einen isolierten Pa-
rameter andern, sondern wenn wir an einer Stelle eine Anderung vornehmen,
miissen wir gleichzeitig an vielen anderen Stellen eine Anderung vornehmen.
Das ist genau das Problem.

Das Problem Der Trick im Training von RNNs ist es also, das ganze Netz
als ein sehr tiefes Netz zu sehen (jede Eingabe entspricht einem neuen Layer
(von Layern). Eingabe ist sg, und in jedem neuen Layer bildet die Eingabe z;
einen neue Liste von Parametern, zusammen mit den festgelegten Parametern
von N.

Gegeben eine Folge (74, ...,Z,) konnen wir das RNN also soz. ausbre-
iten, und dann behandeln wie ein normales Netz; die Eingabedaten werden
ohnehin als Parameter behandelt. Es gibt hier nur ein Problem:

e Die Berechnung im RNN, fiir eine gegebene Eingabe, verlangt dass
gewisse Parameter gleich sind:

e wir konnen nicht das erste layer andern, ohne das t-te, 2t-te etc. layer
im Berechnungsgraphen zu andern, wobei ¢ die Tiefe des Netzes ist.

e Das geht aber mit unserem bisheriged Backpropagation-Algorithmus
nicht!

Backpropagation through time Wir brauchen also einen neuen Algo-
rithmus, ndmlich Backprogation through time (BPTT).
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Der basiert auf folgender Methode: wir berechnen fiir das ausgefaltete
Netz, fir Eingabe (Z4,...,7,), die Gradienten schrittweise von hinten
nach vorne. Wir berechnen also zunéchst nur den Gradienten fiir

(259) F(N(Zy,...,Tn_1), Tn)

wobei wir natiirlich im Hinblick auf die Parameter des letzten Berech-
nungsschrittes ableiten. Das ist natiirlich kein Problem, es handelt sich ja in
diesem Fall um ein einfaches Netz (normalerweise einfacher als das FF-Netz,
da RNNs oft einfacher gestrickt sind). Uns interessiert also

OF (N(Zy, ..., Tp1), T)
N(Zy, ..., Tp_y)

(260)

anders gesagt: wir berechnen den Gradienten nur den allerletzten Rechen-
schritt. Das konnen wir natiirlich ohne weiteres machen, das Problem ist nur:
wenn wir dann die Parameter andern wiirden, wiirden wir auch alle anderen
Rechenschritte verandern, also unsere Eingaben invalidieren!

Die Losung hierfiir ist: wir berechnen den Gradienten fiir jeden Zeitschritt,
bekommen also damit

VIF(917 e 61)

V. (0, ..., 0:)

Was wir am Ende machen ist folgendes: wir addieren alle diese Gradienten
auf, und setzen die neuen Parameter (61, ..., 6;) mittels

(261) (6, ....6;) = (1, ....,6;) = 1> _V;F(6y,....6)
j=1

In diesem Fall sollte [ entsprechend klein gewahlt werden, also fiir eine “nor-
male” Lernrate [ gelten:

1
262) 1 = I’
(262) I = -

um die Summe zu “kompensieren”. Das bedeutet: die Summanden legen die
Richtung fest, in die optimiert wird.
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18.8 Vanishing Gradient

Intuitiv ist das Problem folgendes: der Gradient wird, fiir eine Eingabe der
Lénge n, je weiter wir mit unserem Algorithmus in Richtung 1 kommen, desto
flacher. Der Einfluss von Anderungen am Zeitschritt 1 (z.B.) auf Berechnun-

gen am Zeitschritt n wird je kleiner, desto gréfier n.
Das bedeutet am Ende: unsere Optimierung wird nicht erkennen, wie
spatere Eingaben fiir frithere Eingaben relevant sind.
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19 Architekturen mit gates — LSTM

19.1 Vorspiel

Das Problem bei RNN ist, das bei backpropagation through time der Ein-
fluss, den ein frither Faktor auf eine spatere Berechnung haben kann, stark
begrenzt ist, weil es keine Moglichkeit gibt, diese Information unmittelbar
weiterzugeben, denn alle Parameter spielen in allen Berechnungsschritten die
gleiche Rolle. Deswegen fiihrt man sog. gates ein, die bestimmte Informatio-
nen unmittelbar (d.h. unverdndert) weiterleiten {iber beliebig viele Zwischen-
schritte. Insbesondere wird, durch die Aktivierungsfunktion jeder Zustand
in jedem Rechenschritt normalisiert, d.h. wieder auf [0, 1] abgebildet. Man
kann als in gewissem Sinne nicht zdhlen (sowie Keller-Automaten zdhlen),
da zahlen keine beliebig groffen Werte annehmen koénnen, und z.B.

(263) S(10) =~ S(10'%)

Es macht also fiir den praktisch Gradienten keinen Unterschied!

Architekturen mit gates raffinieren und erweitern das Konstruktionsprinzip
von RNN. Wie gesagt kann man das ganze automatentheoretisch auffassen:
ein RNN ist wie ein Automat; es hat eine Folge von Eingaben

und nach jeder Eingabe geht es in einen neuen Zustand s;; dementsprechend
bekommen wir auch eine Zustandsfolge

N N ) Tn, o
Sp = S| = ... — S,

Das Problem ist: an jedem Zeitpunkt ¢; hat unser Netz nur Zugriff auf den
unmittelbar vorhergehenden Zustand und die neue Eingabe. Aber wohlge-
merkt: das ist kein Problem fiir Berechnungen an sich, denn da der Zustand-
sraum unendlich ist, konnen wir immer irgenwie Informationen kodieren.
Das Problem ergibt sich beim Training, wo gewisse Muster fiir unsere Au-
gen “unsichtbar” bleiben, insbesondere Abhangigkeiten, die zwischen weit
voneinander entfernten Eingaben bestehen. Was wir also suchen ist:

» cine Moglichkeit, am Zeitpunkt ¢;,; unmittelbar auf Information in
s; zuzugreifen, ohne dass die Zwischenschritte einen Einfluss darauf

haben.
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Es geht also erstmal und allein um Speicherzugang. Einen solchen kon-
trollierten Speicherzugang kann man modellieren mit dem Hadamard-Produkt
(punktweise Multiplikation) und einem Vektor

g e {0,1}",

wobei k die Dimension der Zustandsvektoren und Eingabevektoren ist. Nimm
an, wir haben

7,5 R¥
Dann haben wir also auch g € {0,1}*. AuBlerdem definieren wir

k mal

Dann konnen wir ein einfaches gate definieren mittels der Definition:
(264) Si1 =GO T+ (1-§) OF
Was geschieht hier? Eigentlich ganz einfach:

» das “gate” g nimmt sich diejenigen Komponenten von Z; 1, die relevant
sind (in einem zu bestimmenden Sinne);

» die anderen Komponenten sind die entsprechenden Komponenten von
S;, also des vorigen Zustands (das macht 1 — g).

Das ist im Prinzip eine nur eine “Spielzeugarchitektur”, denn wir fithren
eigentlich keine Berechnungen aus, wir entscheiden nur, welche Komponenten
wir iiber welche Rechenschritte wir weitergeben, und welche wir erneuern;
dennoch gibt diese Architektur ein Grundverstandnis fiir was spéter kommt.
Vor allem gibt es zwei Probleme hierbei:

1. Die gates sollen nicht nur Parameter aussuchen, sondern auch aktive
Berechnungen ausfiihren.

2. Wir wollen die exakten gates nicht apriori (als Hyperparameter) spez-
ifizieren, sondern als Teil des Trainingsprozesses optimieren. Das setzt
aber voraus, dass sie differenzierbar sind, was bei § € {0, 1}* nicht
gegeben ist.

Zunéachst losen wir Problem 2, was deutlich einfacher ist: wir sagen einfach:
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nimm ein § € R* und setze § = S(7)
wobei S die Sigmoid-Funktion ist. Auf diese Art wissen wir:
1. g~ g € (0,1)%, und
2. die resultierende Funktion ist differenzierbar

Unser gate berechnet dann z.B.
S(@)eox

Hier kommt uns die Eigenschaft der S-Funktion zugute, dass namlich in fast
allen Bereichen der Eingabe der Wert sehr nahe bei 1 oder 0 ist (bis auf
einen kleinen, kritischen Bereich). Wir kénnen also g als ein approxima-
tives gate im obigen Sinn auffassen. Gleichzeitig kann auch dieses gate
mit backpropagation differenziert und trainiert werden. Damit haben wir
die Grundlage fiir LSTM (und andere Architekturen), die wir als néchstes
prasentieren: diese Modelle basieren darauf, dass wir eine zusétzliche Funk-
tion haben, die entscheidet, welche Information (unmittelbar) weitergeleitet
wird, und welche nicht.
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19.2 LSTM — Definition

Die long-short-term-memory Architektur von Hochreiter& Schmidhuber 1997
addressiert genau dieses Problem. Die Idee ist, dass die Zustandsvektor § in
zwei Halften gespalten wird, namlich

1. den (Langzeit)speicher ¢, der Information (fast) unveréndert tiber be-
liebige Strecken weiterreichen kann, wobei die Weitergabe durch gates
(wie oben) kontrolliert und optimiert wird; und

2. den Arbeitsspeicher ﬁ, der in jedem Rechenschritt komplett bearbeitet
wird, wie im RNN

Wir definieren:

(265) j41 = (i1, hjw1) = Nesrar(), T41)

wobei

(266) G = fOg+io?

(267) hivi = GO tanh(Cy,)

(268) i = S(M™Zj+ M"hy)
(269) fr= S(MZ 1+ M"hy)
(270) G = S(M™Z; 1+ M"h;)
(271) 7 = tanh(M® ;4 + M"*h;)

Auflerdem wird die Ausgabe definiert als
(272) §j1 = Orsru(5)) = h;

das bedeutet: der Arbeitsspeicher funktioniert als Ausgabe. Unser Zustand
ist also erstmal zweigeteilt; gleichzeitig gibt es 3 gates, namlich

1. input,
2. forget

3. output

Alle drei gates berechnen ein Perzeptron, also eine lineare Funktion o die
Sigmoid Funktion, jeweils mit Eingabe Z;;; und h;, also neue Eingabe und
alter Arbeitsspeicher.
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1. input kontrolliert, wieviel vom neuen Kandidaten 2z in den Speicher
einflieft, durch ¢ ©® 2

2. forget kontrolliert, wieviel von der alten Speicherbelegung behalten
wird, durch f © ¢;

3. output kontrolliert, welcher Teil des Langzeitspeichers (mit tanh) auf
den Arbeitspeicher kommt (0 ® tanh(c;)); gleichzeitig ist das ja der
Output des Zeitschrittes.

7 ist ein Kandidat, den (Langzeit)speicher zu aktualisieren; hier wird die
tanh-Funktion verwendet. Das macht den Unterschied zu den gates:

e die gates sollen Werte in [0, 1] annehmen (s.o0.),

e wahrend der eigentliche Arbeitsspeicher-Zustand h und der Update-
Kandidat 2 in [—1, 1] liegen. Daraus folgt:

e der Langzeit-Speicher cist der einzige Vektor in der Architektur, dessen
Komponente beliebige Werte in R annehmen konnen: hier werden
Werte nicht normalisiert (mittels S oder tanh).

Das bedeutet, wir konnen uns wirklich Sachen merken, z.B. konnen wir mit
in einer Komponente zahlen, wie oft wir einen bestimmten Buchstaben
gelesen haben (wir addieren jedesmal ~ 1 hinzu {iber o) 7). In diesem
Sinne ist es wirklich ein Langzeitspeicher, auf dem wir Informationen able-
gen konnen. (Als Beispiel: nimm an, fiir jeden Buchstaben ist eine Kom-
ponente zustandig, und die Zahl der Komponente sagt und, wie oft wir den
Buchstaben gesehen haben).

Wichtig ist es , zu verstehen was die Parameter des Netzes sind:

» Die Matrizen M*' M™M=/ M" M=* M" sind die Parameter des
Modells, die optimiert werden. Alles andere sind Hyperparameter bzw.
Objekte, die erst berechnet werden.

Die Matrizen, die auf h; appliziert werden, sind iibrigens alle quadratisch, da
alle Vektoren, die hier involviert sind, die gleiche Dimension haben miissen,
sonst sind die Operationen ®, + nicht mehr definiert. Die Matrizen, die auf
die Eingabe z,4; appliziert werden, miissen natiirlich dieselbe Ausgabedi-
mension haben (= Anzahl der Zeilen). Die Dimension der Eingabevektoren
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ist davon unabhangig und wird im Normalfall reduziert durch die erste lineare
Transformation.

Das lost das grofite Problem von RNNs, denn: wir konnen die Parameter
so setzen, dass ¢ (bzw. eine Komponente davon) durch eine beliebige Anzahl
von Schritten hindurch praktisch unverandert bleibt, oder wahlweise beliebig
grofe/kleine Werte annimmt.

Tt

}Lt
IS

LSTM lieferten bis vor einigen Jahren state-of-the-art Ergebnisse fiir die
meisten Aufgaben, die das Modellieren von Sequenzen erfordern. Ein Prob-
lem dieser Architektur ist, das sie relativ kompliziert ist, und daher

1. die Ergebnisse schwer nachvollziehbar sind, und
2. das Training recht komplex.

Eine etwas einfachere Alternative liefern gated recurrent units (GRUs).
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19.3 Gated recurrent units

GRU basieren auf denselben Ideen von gates, haben aber eine einfachere
Architektur und keine separaten Speicherabteile. Sie sind wie folgt definiert:

(273) hy1 = Naru(hy, &je1) = (1= 2) © by + 2@ by

wobel

(274) 7 = S(M*Z;. + M"h))

(275) 7 S(M™ %1 + M"h;)

(276) hj-i—l = t(lnh(Mthj+1 + Mhh(hj ®© 7:‘))

Der output ist gegeben durch

—

(277) Yj+1 = Ogru(hjr1) = ;lj+1

In diesem Fall gibt es nur einen Zustand, der aber durch mehrere gates
bestimmt wird:

e Z wird berechnet iiber ein Perzeptron auf Eingabe+ voriger Zustand;
dient als gate fur h;

e 7" wird berechnet tiber ein Perzeptron auf Eingabe+ voriger Zustand;
ist ein Hilfsvektor um A zu berechnen

e 1 ist der “neue Arbeitsspeicher, fiir den gepriift wird, wie weit er in
den Speicher einfliefit.
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Wiederum ist es wichtig zu verstehen, was die Parameter des Modelles
sind:

» Die Matrizen M?**, M"* M= M" M= M" sind die Parameter des
Modells, die optimiert werden. Alles andere sind Hyperparameter bzw.
Objekte, die erst berechnet werden.

\
:
A

— IN

>0OUT
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20 Zwei Anwendungsbeispiele fiir RNN

Wir betrachten hier zwei Anwendungen fiir RNN (unabhéngig von ihrer
genauen Architektur!), eine mit der Funktion RN N, eine mit der Funktion
RNN™. Das erste werden Sprachmodelle sein, also Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen iiber Sprachen, das zweite Sequence labelling, ein Problem wie es z.B.

im POS-tagging auftritt.

Das Problem ist hier jeweils folgendes: wir bekommen als Ausgabe des
Modells immer nur einen Vektor bzw. ein Sequenz von Vektoren; was wir aber
mochten ist eine diskrete Ausgabe, d.h. ein Wort, bzw. eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung. Hier werden wir anschauen, wie man von Vektoren zu
Verteilungen bzw. diskreten Ausgaben kommt.
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20.1 RNN fiir sequence labelling

Nehmen wir an, wir haben ein Modell RNN, dessen Funktion RNN' soll
folgendes leisten: eine Funktion

(278) ¢ : Lex™ — label™
wobei gilt
(279) [£(7)| = 7|

d.h. unsere Abbildung soll jedes Wort der Eingabe mit einem label versehen.

Wie wir die Eingabe verarbeiten ist klar: wir nehmen von jedem w € Lex
einfach die Abbildung vec(w), so dass RNN™T die Eingabe

(vec(wy), ..., vec(wy,))

nimmt. Das Problem ist: die Ausgabe wird ebenfalls eine Folge von Vek-
toren sein; aber wir konnen nicht einfach vec™(w) nehmen, da dieses Urbild
hochstwahrscheinlich nicht existiert.

RNN als Verteilung iiber label Wir machen als erstes einen Zwischen-

schritt und sagen: wir mochten, das wir fiir jedes Eingabeprafix eine Funktion
haben:

(280) RNN(Zy,...,%;) = label — [0, 1]

Also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber label. Man macht das mit-

tels der softmax-Funktion. Als erstes nimmt man an, dass wir eine Funktion
haben

(281) RNN, : R™ — Rltabell

Wir moéchten also soviele Ausgabekomponenten, wie es label gibt. Diese
Funktion kann erstmal beliebig sind. Erinnern wir uns, dass

T4

e
Z;'l:1 e*s

softmaz liefert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung im Sinne, dass fiir

(282) softmaz(xy,...,x,); =

(283) softmaz: R"™ — R"
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gilt:
(284) Z softmax(r) =1
i=1

d.h. softmaz verteilt die Wahrscheinlichkeitsmasse auf seine verschiedenen
Komponenten. Was wir nun machen ist nun folgendes: jede Komponente
der Ausgabe wird einem Objekt in label zugeordnet, so dass wir bekommen:
fiir

(285) label = {ly, ..., L}
haben wir
(286) Pran (|71, ..., Zn) = (softmazo RNN1(Z, ..., Z,));

Wir nehmen also die jte Komponente der Ausgabe, um die Wahrschein-
lichkeit von [; zu bekommen.

Von RNN zu RNN*' Im Prinzip ist damit das Modell klar (bis auf das
Training!). Wie miissen nur noch definieren: gegeben die Eingabe

517 "'7fi7
l<j<q,

setzen wir

(287) j = argmax (softmazo RNN(Z1,...,7;))m
me{l,...,|label| }

Also diejenige Komponente der Funktion, die den hochsten Wert (=Wahrschein-
lichkeit) hat, gegeben die Eingaben, die wir bis dahin gelesen haben. Dann
setzen wir nur noch:

(288) RNN (1, ...,fj) = labelj
und zuletzt
(289) RNN*(fl, .ty @;) = RNN(Z1)...RNN ((Z4, ..., T;)

Was wir also nur brauchen, als letzten Rechenschritt, ist die Komponente
mit maximalem Wert zu finden, was relativ einfach geht.
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Die Fehlerfunktion Um dieses Netz zu trainieren brauchen wir noch eine
Fehlerfunktion, die uns sagt, wie weit wir jeweils danebenliegen. Weiterhin
gehen wir davon aus, dass unsere Trainingsdaten die Form haben:

D C Lex™ x label™
wir haben also am Ende Paare der Form
D = {(517@1)7 ey (Emuym)}
Hier steht (7,7) fiir zwei gleichlange Folgen (x1...2,, Y1...Yn)-
Fiir unser Training kénnen wir die finale Ausgabefunktion nicht brauchen:

es gibt ja erstmal kein Mass dafiir, wie weit zwei Sequenzen von labels
voneinander entfernt sind. Stattdessen nehmen wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

(290) Prnn(—|Z, ..., Zn) = (softmazo RN Ny(Z, ..., Z,)) : label — [0, 1]

Wir berechnen die Kosten nun einfach mit der negativen log-Wahrscheinlichkeit
(das entspricht categorial cross-entropy, wie immer!). Gegeben eine Paar der
Lange n

(T1...Tp, Y1...Yn) (also n Zeitschritte) in D,
gilt zunachst fiir das Prafix
(291) K(21,y1) = —log Pryn(y1|vec(z1))
Wir nehmen also diejenige Komponente aus
softmax( RN N (vec(z1))),
die y; entspricht. Das ist eine Wahrscheinlichkeit p; und
je kleiner p ist, desto gréfer ist —log p (0 im Falle p = 1)

Das lasst sich jetzt sehr einfach erweitern:

K(z1,1n) = —logPrnn(yi|vec(zy))
K(x1m9,y1y2) = —logPrnn(y1|vec(xq)) + (—logPryn (ye|vec(zy), vec(xs)))
K(zxy..xp,y1..yn) = — Z logPrn N (yjlvec(xy), ..., vec(x;))
j=1
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D.h. wir addieren einfach die lokalen log-Wahrscheinlichkeiten; das ist stochastisch
korrekt, da die Summe nur die log-Transformation des Produktes ist, wir also
die Produktregel anwenden.

Wir trainieren das Modell also darauf, diese Kosten zu minieren, also die
Wahrscheinlichkeit der beobachteten Sequenzen zu maximieren. Im Ende
tun wir also nichts anderes, als die Likelihood zu maximieren, nur dass das
mit einem derart komplexen Modell nicht mehr so einfach geht!
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20.2 RNNs als Sprachmodelle
Ein Sprachmodell ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion

(292) P:¥* = [0,1]

bzw. P : Lex* — [0,1] (je nachdem ob man tiber Buchstaben oder Worte
geht).

Wahrscheinlichkeit ist klar, diskret heifit einfach soviel wie: jedes w €
¥* bekommt eine Wahrscheinlichkeit P(w) zugewiesen. Sprachmodelle sind
wichtige Teilmodule von z.B.

e Ubersetzungsmodellen (Qualitat der Ausgabe wird bewertet)

e Sprachgenerierungsmodellen (die wahrscheinlichste Fortsetzung wird
berechnet)

Also wir brauchen Sprachmodelle immer, wenn Modelle die Qualitat von
selbst erzeugtem Text kontrollieren miissen.

Wie konnen wir RNNs als Sprachmodelle nutzbar machen? Hier miissen
wir zunéchst die richtige Perspektive einnehmen: wir nutzen dass RNN, um,
gegeben eine Eingabe

vec(wy ), vec(ws), ..., vec(w,_1),
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu induzieren, also:
(293) RNN = Pryn(—|w1, ..., wn_1) : Lex — [0, 1]
soll eine bedingte Verteilung simulieren. Man macht das iiber Zustande:

(294)  N((vec(wy),vec(ws), ...,vec(w,_1),S0) = Sn_1
(295) PRNN(wn|w1,...,wn_1) = O(N(wn,sn_l)

Damit ist natiirlich klar, was O ist:
(296) O(%) = softmax(MX)

wobei M € RIF*X" wobei n die innere Dimension des Modelles ist (also nicht
extern bestimmt), die Ausgabedimension dagegen ist die Grofie des Lexikons.
Das ganze wird dann mit softmaz in eine Wahrscheinlichkeitsverteilung trans-
formiert. Also, falls das Lexikon entsprechend indiziert ist
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Lex = {w, ..., w'}
dann gilt
(297) Pryn (W |wy, ..., w,—1) = softmaz(M (s,-1));

Hier ist es wichtig, den Satz-Index und den Lex-Index auseinanderzuhalten!
Damit gibt uns unser RNN also fiir jede bisherige Eingabe und jede neue
Eingabe eine Wahrscheinlichkeit. Damit haben wir im Prinzip ein Sprach-
modell: wir definieren dann

Pryn(wy..w,) = P(wy) - P(ws|wy) - ... - Plwy|wy...w,
= O(N(vec(wr), s0)j1 - O(N(vec(ws), s1))j2 - ... - O(N(vec(wy), Sn—1))jn-1,

wobei j1, ... einfach die passenden Lex-Indizes sind.

D.h. wir multiplizieren einfach die “Wahrscheinlichkeiten”. Die Tatsache,
dass Worte nicht voneinander unabhéngig sind (also Wahrscheinlichkeiten
bedingte sind), wird durch die Zustdnde zum Ausdruck gebracht, die ja
Wissen iiber die Vorgénger kodieren konnen. NB: hier gibt es auch keine
Markov-Annahme, da der Zustand s in keiner Hinsicht beschrankt ist! Diese
Wahrscheinlichkeiten kann man natiirlich wieder ausrechnen, genau wie im
Sequence labelling.

Das Problem des Lernens Aber: das allein besagt keinesfalls, dass Mod-
ell besser ist! Z.B. gibt es seit vielen Jahrzehnten PCFG und andere Modelle,
die sehr machtig sind, als Sprachmodelle in der Praxis aber vollig versagen.
Warum? Das lasst sich mal wieder nur beantworten, wenn man das Training
betrachtet, denn das Eintscheidende bei einem ML-System ist nicht was es
kann, sondern was es lernt. Hier sieht man, dass die numerische Kodierung
tiberlegen ist zu einer Kodierung mit Symbolen (zumindest in diesem Fall).
Wir trainiert man neuronale Sprachmodelle? Ganz einfach, Kosten sind
die Abweichung von Vorhersage zu tatschlichem nchsten Wort, gemessen als
Kreuzentropie. Man muss also keine zusétzlichen Annahmen machen!

Das Problem der Evaluation Aber mal eine grundlegende Frage: wir
evaluiert man eigentlich ein Sprachmodell? Das ist alles andere als einfach!
Denn es gibt ja kein “target”, wo man accuracy, F-score, Pearson correla-
tion oder etwas in der Art berechnen kénnte! Menschliche Evaluation kann
auch allerhochstens bruchstiickhaft gemacht werden. V.a. sind Menschen
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keine Sprachmodelle, und haben keinerlei explizite Intuition dariiber, wie
“wahrscheinlich ein Satz ist” (falls das iiberhaupt etwas bedeutet). Was
macht man also? Es gibt zwei Moglichkeiten:

1. Extrinsische Evaluation durch einen sog. “downstream task”. Z.B.
maschinelle Ubersetzung (welches Sprachmodelle bendtigt und aus ver-
schiedenen Griinden besser evaluierbar ist. Das fiihrt uns zuweit ab,
wir werden das hier nicht betrachten.

2. Intrinsische Evaluation. Hierbei wird auf Eigenschaften des Modells
geschaut. Wir werden eine betrachten.

Ein gingiges Werkzeug zur Evaluation von Sprachmodellen ist die sog.
Perplexitat: die Annahme ist, dass ein gutes Sprachmodell “reellen” Satzen
eine hohere Wahrscheinlichkeit zuweisen sollte als solche, die nicht “reell”
vorkommen. Anders gesagt: je hoher die Wahrscheinlichkeit, die ein Mod-
ell einem Datensatz zuweist (der natiirlich ausreichend grof§ sein muss), desto
besser sollte es sein, denn es verschwendet folglich weniger Wahrscheinlichkeits-
masse auf Satze, die nicht vorkommen.

Das klingt nach Maximum Likelihood, und es ist damit auch verwandt.
Allerdings gibt es zwei Dinge zu bedenken:

[a)

1. Wir suchen ein Mass, das eine Kostenfunktion abbildet (weniger =
besser)

2. Wir suchen ein Mass, das weitestgehend unabhangig ist von der Lange
des Textes. Die Wahrscheinlichkeit sinkt aber immer monoton.

Beide Punkte sind schnell gelost:

1. Wir nehmen den Kehrwert.

2. Wir ziehen die Wurzel daraus, und zwar mit Grad = Lange des Textes.

Und so kommt man von

;))MT\
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wobei Py die Sprachmodellwahrscheinlichkeit ist, 7" der Text auf dem
evaluiert wird. Man beachte: die inverse Wahrscheinlichkeit ist > 1, also be-
deutet die Wurzel, der Wert wird verringert. Das ganze nennt man dann die
Perplexitat des Sprachmodells (perplex so wie iiberrascht: geringe Wahrschein-
lichkeit ~ viel Uberraschung). Also:

1
Pn(T)

(299) PPy(T) = ( )V

Das ganze wird natiirlich, wie immer in der Praxis, logarithmisch trans-
formiert (aber nicht negativ, denn der Term ist > 1, also ist der logarithmus
positiv!):

1
300 lo YIThY = 1/IT) - log((5—
(300 o)™ = T loal(fos)
(301) — 1/IT]- (~logPx(T))
(Zur Erinnerung: man berechnet normalerweise Log-Wahrscheinlichkeiten,

daher ist dieser Term besser zu berechnen!) Das also wire die Perplexitit.
Weniger Perplexitat heifit: das Modell ist besser.
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21 Convolutional Neural Networks

21.1 Convolution — was ist das?

In einem Satz: CNN sind neuronale Netze, die Konvolution anstelle von
Matrix-Multiplikation nutzen in mindestens einem layer. Aber was ist das?
Im Prinzip bedeutet Convolution so viel wie:

Wir beschranken die Freiheitsgrade der Funktion auf eine manuelle,
informierte Art und Weise.

Das besteht darin dass wir verschiedene Funktionen separat berechnen auf
verschiedenen Teilen der Eingabe, und diese dann wiederum auf eine bes-
timmte Art und Weise zusammenfiigen.

In Beispiel 2 werden wir sehen, dass das bedeuten kann dass wir, anstelle
eines ganzen Satzes, nur die n-gramme eines Satze betrachten. Informatio-
nen werden aus diesen n-grammen extrahiert, und am Ende wieder zusam-
mengefiigt.

In Beispiel 1 sehen wir, dass wir fiir zwei Eingaben zwei separate, rel-
ativ einfache Funktionen definieren konnen, die Berechnungen ausfiihren;
diese beiden Funktionen werden dann zusammengefiihrt um eine deutlich
komplexere Funktion auszufithren. Dadurch dass wir aber sehr sinnvolle
Beschrankungen auf den separaten Funktionen haben, wird das Modell le-
ichter zu handhaben.
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21.2 Convolution — Beispiel 1

Nehmen wir ein etwas blodes Beispiel aus der Literatur: wir haben einen
Laser-Sensor, der uns sagen soll, wo ein Raumschiff ist; wir mochten also
damit die Position bestimmen. Leider ist das Gerat fehleranfallig, von daher
ist es sicherer, wenn wir iiber eine Reihe von Messungen mitteln. Allerdings
kann es gut sein, dass das Raumschiff in der Zwischenzeit seine Position
andert. Wir haben also folgende Information:

e Unser Sensor liefert uns wechselnde Information uiber die Lokalitat des
Raumschiffs —

e wir wissen aber nicht, ob und zu welchem Grad diese Anderungen durch
Messfehler oder Positionswechsel verursacht werden.

Was wir suchen ist die aktuelle Position des Raumschiffs. Aus obigen
Griinden sollten wir nicht nur die aktuelle Messung berticksichtigen. Allerd-
ings sollten wir die aktuelle Messung starker beriichsichtigen als vergangene
Messungen, anders gesagt: es gibt eine Funktion

(302) w:R - [0,1]

die monoton fdllt, die uns sagt wie wir unsere Messung beriicksichtigen sollen.
Diese Funktion nimmt also als Argument die Zeitspanne, die eine Messung
in der Vergangenheit liegt, und liefert als Ausgabe deren “Gewicht” fiir die
aktuelle Messung.

Unser Sensor dagegen liefert eine Funktion

(303) s:R — R"

wobei das Argument der Zeitpunkt der Messung ist, und der Wert das
Messergebnis (eine Koordinate im Raum). Wenn nun ein Messergebnis zum
Zeitpunkt a gemessen wurde, dann wird es gewichtet (am Zeitpunkt ¢ > a)
mit

(304) w(t —a)

Wie implementiert man das? Das hangt nun an der Frage, ob unsere Mes-
sungen eine stetige Funktion sind, oder eine diskrete Funktion, also am Ende
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hangt es an unserem Begriff von Zeit. Im stetigen Fall definieren wir unsere
Messfunktion

(305) u(t) = /0< y s(a)w(t — a)da

wobei a die Zeitvariable tiber die gesamten vergangenen Messungen ist, w(t —
a) das gegenwértig (an t) darauf gelegte Gewicht. Wir integrieren also iiber
das Alter der Messung. In diesem Fall muss w eine Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion sein, die dariiberhinaus fiir negative Werte 0 liefert, also:

(306) /Oo w(x)de = 1

oo

(307) r<0 = w)=0:

Wenn w fiir negative Werte ein positives Gewicht liefern wiirde, dann wiirden
es uns (konzeptuell gesprochen) erlauben, in die Zukunft zu blicken.

Das unbestimmte Integral liefert nur die stetige Generalisierung der diskreten
Funktion; wenn wir unsere Messungen in diskreten Abstanden vornehmen
(z.B. Sekunden), dann sieht das ganze wie folgt aus:

t

(308) pu(t) =Y s(a)w(t — a)

a=0

Hier wird das Integral also eine (unendliche) Summe. Und genau diese bei-
den Operationen nennen wir Konvolution. Es geht hierbei also um eine
Gewichtung; man benutzt hier das Symbol * und schreibt also:

(309) pu(t) = (s w)(t)

Man nennt
e die Funktion s den input, also die Eingabefunktion;
e die Funktion w nennt man den kernel.

In diesem Fall haben wir die Konvolution im Hinblick auf eine Dimension,
namlich die Zeit. Der Begriff ist aber allgemeiner: wann immer wir struk-
turierte Daten haben (durch Zeit, oder Position in einer Fliache, Koordinate
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in einem Raum etc.) konnen wir dieses Prinzip anwenden. Normalerweise
haben dann aber input und kernel dieselbe Dimension:

(310) S(i,j) = (I« K)(i,5) = > > I(m,n)K(i —m,j—n)

Das erste wichtige Ergebnis ist, dass Konvolution kommutativ ist:
(BL1) (I = K)(i,7) = (K + I)(i, j)

was explizit bedeutet:
(312) » Y I(m,n)K(i—m,j—n)=> Y I(i—m,j—n)K(m,n)

In der Praxis benutzt man oft eine etwas andere Funktion, die man cross-
correlation nennt, und die wie folgt definiert ist:

(313) S(i,j) = (I« K)(i,j) =Y _ > I(i+m,j+n)K(m,n)

Das ist offensichtlich grob &quivalent (wenn man von Details absieht) zur
Konvolution, wird deswegen oft einfach an ihrer Stelle verwendet.

Der wesentliche Punkt ist: wir konnen p als eine Funktion auffassen,
die wir trainieren mittels unserer Messungen. Wir wissen zwar nie wirklich,
wo sich das Raumschiff befindet (haben also keine “Gold-Daten”), aber wir
konnen durchaus vorhersagen machen:

e Ein schnell fallendes w bedeutet: wir nehmen an, dass das Raumschiff
sich stark bewegt. Dementsprechend sollte sich der Mittelwert von
Messungen relativ schnell verschieben.

e Ein relativ langsam fallendes w bedeutet: das Raumschiff ist relativ
statisch, der Mittelwert der Daten bleibt also liber verschiedene Zeit-
fenster relativ gleich.

Damit konnen wir bereits die Funktion p trainieren, indem wir verschiedene
Vorhersagen machen:

Vorhersage 1 Die folgende Messung wird relativ nah am Mittelwert der bisherigen
Messung sein.

152



Vorhersage 2 Die folgende Messung wird relativ nah an der letzten Messung sein.

Das sind natiirlich zwei Extreme, die beste Vorhersage wird irgendwo zwis-
chen den beiden Polen sein. Dennoch wird das Prinzip klar: dadurch dass
unsere Funktion p nur einen Parameter hat (w), konnen wir sie effektiv
trainieren obwohl unsere Daten sehr unzuverlassig sind. Das klappt also nur,
weil wir p als Konvolution auffassen — im allgemeinen Fall waren wir verloren.

Nachtrag: einige realistischere Beispiele

Es gibt auch einige parallele Beispiele, die etwas nher am Alltag liegen. Ein
gutes ist meiner Meinung nach die Reststrecke, die ein Auto fahren kann (in
heutigen Autos wird das meistens angezeigt). Das ist natiirlich eine Funktion
von

e Benzinstand
e Verbrauch

Aber, beim letzten Punkt ist Vorsicht geboten: der “ewige” Durchschnittsver-
brauch macht natiirlich wenig Sinn (nimm an, jemand fahrt seit Monaten
nur in der Stadt). Der aktuelle Verbrauch noch weniger: jedes Anfahren
und beschleunigen verbraucht enorm. Dementsprechend macht es Sinn, eine
relativ flache Kurve mit Konvolution zu haben.

Ebenso iibrigens die Schatzung von Fahrtzeiten aufgrund von aktuellem
Verkehr (siehe google maps): je weiter das Stiick entfernt ist, desto geringer
ist die Rolle des (aktuellen) Verkehrs.
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21.3 Convolution — Beispiel 2

Nehmen wir nun folgendes Beispiel: wir mdéchten anhand eines Satzes heraus-
finden, ob er eine positive oder negative Aussage macht (das ist z.B. wichtig
bei Kritiken, die es online ja in grofler Zahl gibt).

(314) Das Stiick war lebhaft, aber nicht iiberzeugend.

Hier sehen wir, dass es nicht genug ist, einzelne Worte zu betrachten —
eine Betrachtung des Satzes als ganzes kann aber durchaus zuviel sein. Unser
Modell basiert dagegen auf n-grammen, soll also jedes n-gram evaluieren (wir
gehen davon aus, dass die Abhéngigkeiten hinreichend lokal sind). Wir haben
also erstmal, vor allem anderen,

Schritt 1: Word embedding Das haben wir besprochen; wir nehmen an,
das

vec : Lexr — RE

das word-embedding ist, L € N eine beliebige Konstante, die wir uns merken.

Schritt 2: Die Eingaben Unsere Eingabe ist nun eine Sequenz von Vek-
toren

Unsere n-gram Grofle legen wir fest auf k. Das bedeutet: wir definieren eine
Operation auf

(RE)*

Diese Operation wird ausgefithrt der Reihe nach auf Vektoren

® T1,...., Tk

® To,...., Tt 1

[

® T(n—k)+1s-+-+yTn

Wir operieren also der Reihe nach auf diesen Vektoren (von Vektoren).
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Schritt 3: Die Convolution Wir definieren nun die Operation, die wir
auf (#) ausfithren. Zunéchst definieren wir die Operation € mittels

(315) (&1, ... 7%) = (21, .., 2l o T, ooy )

wir schreiben also, in Worten, die Komponenten aller Vektoren in einen neuen
Vektor der Grosse

B (7, ..., &) € RLF
Einfachheit halber setzen wir

Dieser Vektor enthélt, in einem einfachen Sinne, die Information des k-
grams von Worten, und die Operation @ brauchen wir nur, um moglichst
einfach darauf zugreifen zu konnen. Nun wenden wir auf diese Vektoren ein
einfaches Perzeptron an, also eine Funktion

(317) go M : RY*  RI

Das bedeutet:
o M c RI*EF ist eine Matrix;
e g ist eine nicht-lineare Funktion;
e dazu kommt noch ein bias-Term,

so dass wir einen neuen Vektor bekommen. Um das ganze iibersichtlich zu
machen schreiben wir

(318) p; = g(My; + a)

wobei natiirlich @ € R/. Hier gilt: p; soll die Information des i-ten k-grams
kodieren und kann entsprechend trainiert und evaluiert werden. Hier gilt
wieder:

> Jede Dimension von p; kann eine unterschiedliche relevante Information
des k-grams kodieren.
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> Fiir die k-grame selber spielt die Reihenfolge der Worte durchaus eine
Rolle;

> Die Reihenfolge der k-grame untereinander spielt allerdings keine Rolle
(bzw. hochstens als technisches Detail)

Das bedeutet als Zusammenfassung: die Konvolution erlaubt uns hier, aus
der Gesamtinformation des Satzes gewisse Information zu behalten, wahrend
andere Information als irrelevant weggelassen wird. Wir konnen das also
explizit im Modell (als Hyperparameter) spezifizieren — dann muss unser
Modell das nicht mehr lernen, kann sich also auf andere Dinge konzentrieren.
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Schritt 4: Pooling Was uns Convolution liefert ist ein Vektor von (in
diesem Fall: n — (k — 1) Vektoren, also nicht die Datenstruktur, die wir im
neuronalen Netz weiterverarbeiten konnen: da brauchen wir einen einfachen
Vektor. Pooling heifit also: wir nehmen eine Abbildung

pool : (RI)" — R!
(wichtig: n variabel, j und i fix!) Hierbei ist wichtig: normalerweise mochten
wir die Dimension etwas reduzieren. Die haufigste Methode, um das zu

machen, ist das sog. maz pooling, das (wenn wir die obigen Indizes weit-
erfiihren) einen Vektor der Léange i gibt, also:

(319) mp : (R))" — RJ
was definiert ist durch die maz-Operation:

(320) (mp(G1, s Yn))m = maz (41", ., ")

1<i<n
Das bedeutet: die jeweils mte Komponente des i-dimensionalen Vektors ist

das Maximum alle jten Komponenten der Eingabevektoren. Intuitiv heift
das:

e Im Convolution-Schritt spezialisiert sich jede Komponente als ein bes-
timmter Pradiktor, und

e im Pooling-Schritt nehmen wir aus allen Vektoren den Pradiktor her-
aus, der am eindeutigsten ist.

Ein anderes Modell ware average pooling, was einfach den Durchschnitt
statt des Maximums nimmt:

1=1
Eine weitere Alternative ist k-maz-pooling. Das ist ahnlich wie maz-
pooling, nur dass wir auf jeder Komponente nicht das Maximum suchen,
sondern die k-maximalen Werte. Auf diese Art und Weise wird aus einer
n x 1-Matrix eine k X i-Matrix, wobei k < n. Z.B.

15 8
69 0
46 1 99 8
(822) 19 5 4 :<677)
17 3
037
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wenn k£ = 2. Nun haben wir allerdings noch keinen Vektor, sondern eine Ma-
trix. Wir machen daraus einen Vektor, indem wir die Vektor-komponenten
konkatenieren:

(323) (2 2 ?):»(9 9 8 6 7 7)

Eine andere Art von Pooling ist dynamic pooling. In diesem Fall werden
die Vektoren zunachst in Gruppen aufgeteilt. Fiir jede Gruppe wird z.B. max-
pooling appliziert; dann haben wir wieder eine Matrix (Liste von Vektoren),
die wie im vorigen Fall auf einen Vektor reduziert wird. Dynamic pooling ist
allerdings nicht ganz so interessant im allgemeinen Fall, da die Auswahl der
Gruppen doméanenspezifisches Wissen voraussetzt.
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21.4 Motivation

Aus formaler Sicht ist Convolution eigentlich etwas ahnliches wie Parame-
ter sharing, wie wir das bereits bei RNN festgestellt haben (das ausgefaltete
Netz berechnet ein feedforward-Netz mit geteilten Parametern). Wenn wir
den Eingabesatz wieder als eine einzigen Eingabevektor der Lange L - n se-
hen, dann bedeutet die Konvolution, dass wir fiir jedes Fenster der Lange k
dieselben Parameter anwenden. Man kann sich das konkret vorstellen als

e cin diinn verkniipftes layer (wir also eben nicht alle Zellen eines layers
mit allen des néchsten verbinden)

e in dem viele Kanten dieselben Parameter haben.

159



22 Sequence-to-sequence Modelle

22.1 Einfache Modelle

Wichtig ist folgendes: das Modell der Sequenzenverarbeitung ist unabhangig
vom Modell der Eingabenverarbeitung. Alle hier besprochenen Modelle,
sofern nicht explizit anders gesagt, funktionieren gleichermaflen mit RNN,

LSTM, GRU und was auch immer.
Wir haben bereits zwei Modelle der Sequenzenverarbeitung besprochen:

1. Eingabesequenz zu Ausgabesequenz gleicher Lange 7', ..., 7" = i, ..., ¢",

wie in POS-tagging

2. Eingabesequenz zu Vektor: 7', ..., #* = ¥/, wie in sentiment detection,
Bilderkennung etc.

Diese beiden Modelle der Sequenzenverarbeitung gibt es immer; im ersten
Fall berechnen wir nach jeder Eingabe eine Ausgabe, im zweiten Fall machen
wir im Prinzip dasselbe, nur dass uns nur die letzte Ausgabe interessiert.
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22.2 Bidirektionale Modelle

Ein grundsatzliches Problem von neuronalen Netzen in der Sequenzenverar-
beitung ist, dass sie asymmetrisch sind: die bereits gelesenen Eingaben haben
einen Einfluss auf den aktuellen Zustand, die noch zu lesenden Eingaben
dagegen nicht.

Wir erinnern uns an etwas ahnliches bei Markov Modellen: aber hier wird
die scheinbare Asymmetrie durch die Gesetze der Wahrscheinlichkeitstheorie
wieder “ausgeglichen”.

Neuronale Netze sind relativ wenig verstanden, es gibt aber keine Evi-
denz dafiir dass es eine vergleichbare Symmetrie gibt. Dafiir gibt es starke
empirische Evidenz dafiir, dass bidirektionale Modelle besser abschneiden
bei vielen Aufgaben.

Wir definieren [—|7 als die Transposition von Sequenzen; sprich:

(324) (&', ..., 7" = (&", ..., 7"

Insbesondere bleiben die Zahlenvektoren selbst aber unverandert, also
(325) (0)' =7

Die Idee des bidirektionalen Netzes ist:

e Wir nehmen eine Eingabesequenz (7%, ..., 2"

zwer neuronale Netze.

) und applizieren darauf

) selber,

1. eines auf (71, ..., 7"
)T

aey
“ey

2. eines auf (77,.

e Die beiden Netze operieren unabhéngig voneinander; erst im Ausga-
belayer werden die Berechnungen der beiden Netze zusammengefiigt.

e Wie genau das Training ablduft weifl ich nicht. Ich glaube aber un-
abhingig voneinander auf D bzw. DT.

Lange Zeit (~ 2017-2019) war das Bi-LSTM der letzte Schrei.
Es bleibt hier aber die Beschrankung: Eingabe und Ausgabe haben dieselbe
Léange, oder die Ausgabe hat Lange 1.
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22.3 Vector to sequence (VtS)

(Nach Goodfellow, Bengio, Courville. Die Gleichungend sind fehlerhaft,
iberarbeiten!!!) Wir haben besprochen, wie man Sequenzen zu einzelnen
Vektoren abbildet; das ist die typische Aufgabe in der Klassifikation von Se-
quenzen. Es gibt auch das Gegenstiick: aus einem einzelnen Vektor (fixe
Lénge) soll eine Sequenz von Vektoren generiert werden. Hierfiir gibt es weit
weniger Anwendungen; eine mir bekannte ist Bildbeschriftung;:

ein Bild (festgelegte Pixel & festgelegte Vektorgrofie)

soll mit Text beschrieben werden (also variable Lénge). Allgemeiner kann
man sagen: VtS als Modell ist interessant v.a. in der Sprachgenerierung,
wenn wir eine Information versprachlichen mochten.

VtS Modelle weichen deutlich ab von anderen Modellen die wir besprochen
haben. Das auffalligste an Thnen ist:

e Die (eine) Eingabe wird in jedem Zustand neu verwertet.

e Der Zustand selbst entscheidet, ob die Berechnung terminiert oder
nicht.

Wir haben also folgende Komponenten (im Falle des einfachen Perzep-
trons):

1. Die Eingabe ¥

2. Eine Matrix R, welche die Eingabe ¥ immer gleich vorverarbeitet. R
ist also invariant sowohl tiber Eingaben als auch iiber Zeitschritte.

3. Ein Zustand h,, der als Eingabe nimmt RZ und y, (die aktuelle Aus-
gabe)

4. Eine Ausgagevektor o, Funktion von h, welcher eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
iber Ausgabe y,+1 darstellt (also Nachfolger!)

Wir haben also in diesem Fall folgende Gleichungen:

(326) hjsr = g(RZ+ UGy +Why)
(327) 31 = softmax(Vh;)
(328) Ly = —log(m,,,,(3))
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Hierbei muss man erkléren: ¢ wird gelesen als P : Y — [0, 1], wobei jeder
(329) P(y) = my(0)

also jede Projektion entspricht einer Wahrscheinlichkeit.

Was ist also die Ausgabe des Netzes N(Z)? Das ist nicht ganz einfach,
denn man muss das ganze Dekodieren (man kennt das Prinzip aus der
maschinellen Ubersetzung): wir fassen L; als die jeweilige Ausgabe des Netzes
aus, also

(330) N(Z,91,-,Yn) = L1, ..., Ly,
Dann suchen wir:

(331) argmin Z N(Z,y1, s Yn)
yeyY

gegeben die Eingabe . Wir kénnen das als eine Wahrscheinlichkeit auffassen,
namlich

(332) CLT'ngTLZN<f, Y1, 7yn> = _logP(yl) 7yn‘f)
yeY

Man beachte dass jedes y eigentlich in label ist, es wird aber reprasentiert
durch einen Vektor!

Wir suchen also die maximal wahrscheinliche Ausgabe. Das ist nicht triv-
ial: da alle Ausgaben voneinander abhéngen (Ausgabe beinflusst Zustand!),
reicht es nicht, lokal das Maximum zu suchen! Man nennt diese Aufgabe
(argmax suchen) Dekodierung des Modells.

(Es fehlt die Bedingung fiir den Ausgabestop — kann ich nichts zu sagen!)
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22.4 Encoder — decoder (ED)

Wir haben nun beide Richtungen beschrieben:
e Sequenz von Vektoren = Vektor
e Vektor = Sequenz von Vektoren

Das ED Modell arbeitet nun, indem einfach die beiden Abbildungen kom-
poniert werden:

Eingabesequenz = Vektor = Ausgabesequenz
Folgendes:
e Esist natiirlich klar dass dieses Modell sehr viele Trainingsdaten benotigt
e Es ist ebenso klar, dass Eingabe und Ausgabeldnge unabhéangig sind

e Man kann hier, im Falle von maschineller Ubersetzung, fast von einer
semantischen Dimension sprechen: der “Mittelvektor” soll den Inhalt
reprasentieren

Neural machine translation arbeitete fiir eine betréchtliche Zeit (vielle-
icht 2 Jahre) nach dem ED-Modell. Das grofite Problem, soweit ich das
verstehe, war folgendes:

e Der Mittelvektor muss den gesamten Inhalt “speichern”;

e da aber seine Grofle konstant ist, kann das bei langen Eingaben sehr
schwierig bis praktisch unmoglich werden.

Eine Losung hierfiir war: anstatt den gesamten Satz auf einmal zu iibersetzen,
sucht man sich Portionen aus (also Teilsétze), die dann nach dem ED-Modell
iibersetzt werden. Das funktioniert gut fiir Sprachen, die auf der “Makro-
Ebene” parallel aliniert sind (Englisch-Franzésisch), aber schlecht fiir Sprachen
in denen das nicht gegeben ist (Englisch-Japanisch).

Diese Begrenzungen fiihren uns zur Attention, was jetzt der letzte Schrei
ist (u.a. im neural maschine translation).
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23 Attention

23.1 Intuition: Alinierung und Wahrscheinlichkeit

Streng genommen ist Attention kein Seq2seq model: die Eingabelnge ist
konstant. Man nutzt Attention aber als Seq2seq model, indem man

e trainiert mit einer gegebenen festen Lénge, die grof§ genug ist (iiblich:
512 Worte). Alle Eingaben werden dann auf diese Lange gepadded (ein
Symbol fiillt die offenen Stellen auf)

e alle spéteren Eingaben, die ldnger sind, einfach abschneidet (truncate).

Das ist nicht wirklich elegant, funktioniert aber i.A. sehr gut, da Sétze sehr
selten sehr lang sind.

Attention ist also auch eine Methode der Sequence-to-Sequence Verar-
beitung. Eingefithrt wurde das Prinzip in der maschinellen Ubersetzung,
wo es auch am wichtigsten ist. Wir rekapitulieren das Problem der Neural
Machine Translation soweit:

Alle Informationen des Eingabesatzes (beliebig lang) miissen in
einen Vektor konstanter Lange kodiert werden.

= Das fiihrt insbesondere zu Problemen, wenn wir Satze iibersetzen wollen,
die langer sind als die meisten unserer Trainingsdaten.

“Traditionelles” SMT Um Transformer und Attention zu verstehen, macht
es Sinn sich anzuschauen, wie statistische maschinelle Ubersetzung “frither”
(bis ~ 2015) funktioniert hat. Der normale Ansatz in statistischer maschineller
Ubersetzung war folgender:

e wir haben eine Alinierung zwischen Eingabe und Ausgabe, genauer
gesagt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber Alinierungen.

e Umdie Ubersetzungswahrscheinlichkeit von Sétzen zu bestimmen, gewichten
Ubersetzungswahrscheinlichkeit von Worten mit der Wahrscheinlichkeit,
dass sie aliniert sind.

(Die Ausgabe wird dabei von links nach rechts konstruiert, aber jedes
Wort kann dabei mit einem beliebigen Wort der Eingabe aliniert sein.)
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e Wir suchen die Ausgabe, die die globale Wahrscheinlichkeit maximiert
(Dekodierung).

(Die Ausgabe muss iibrigens noch durchs Sprachmodell, aber das lauft
immer separat)

Das Transformer-Modell (von Goolge) mochte dieses Konzept in die NMT
iibertragen. Das Prinzip ist folgendes:

e Die Ausgabe wird linear von links nach rechts konstruiert, aber

e die gesamte Eingabe steht in jedem Schritt vollstdndig zur Verfiigung,
aber

e unsere Aufmerksamkeit richtet sich in jedem Schritt auf einen anderen
Teil der Eingabe

e Aufmerksamkeit ist dabei eine Funktion der bisherigen Berechnungen
(innerer Zustand) und der bisheringen Ausgabe

Was aber ist Aufmerksamkeit?

Definition 12 Aufmerksamkeit tiber eine Eingabe (T, ..., T") ist eine gewichtete
Summe

Z AT wobei \; Skalar sind und Z N=1

i=1 i=1

Wir reprdsentieren also eine Aufmerksamkeit tuber eine Fingabesequenz
der Linge n mit einem Vektor (A, ...., \,), wobei

(333) att[\, .., A (F, . ") = ) NE
=1

Dieses Konzept, auch wenn es erstmal seltsam klingt, ist durchaus ein-
leuchtend: ein Spezialfall von Aufmerksamkeit wére die “one-hot”-Variante,
sprich

(334) att[0,...,1,,...,0]
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in welchem Fall wir uns exklusiv auf ein Wort konzentrieren. Das wiirde also,
im SMT, einer fixen Alinierung entsprechen. Das hat man normalerweise
nicht, denn die Aufmerksamkeit soll direkt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
iiber alle Alinierungen darstellen.

Wir nehmen also folgendes an:

e In jedem Rechenschritt des Netzes wird eine Ausgabe(verteilung) y;
generiert.

e Die Eingabe ist unter anderem die attention att; = (N, ..., M)
Nun gibt es folgende Korrespondenz:
(335) X = P(o; ist aliniert mit ;)
wobei o, die jte Ausgabe ist, in; die ite Eingabe.

Das liefert uns eine Intuition fiir Attention. Die Architektur des Modelles,
der sog. Transformer, muss diese aber erst generieren, dazu kommen wir
jetzt!
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23.2 Definition - Die erste Architektur

Ich beschreibe hier die Architektur von Bahdanau, Cho, Bengio 2016: Neural
Machine Translation by Jointly Learning to Align and Translate. Wichtig:
es handelt sich um ein Modell, welches eine Sequenz von Vektoren einliest.
Dennoch ist es im gewissen Sinne ein VtS (Vector to Sequence) Modell, denn
die gesamte Eingabe wird in jedem Rechenschritt gelesen. Gleichzeitig wird
in jedem Schritt eine Ausgabe produziert, so dass wir die Korrespondenz
haben

Anzahl Rechenschritte = Lange der Ausgabe

Insbesondere sind also Eingabeldnge und Ausgabelange unabhéngig!

Die Eingabe Die Eingabe ist wie immer eine Sequenz von Vektoren

wobei jeder Vektor einem Wort entspricht und das Ergebnis ist eines word-
embedding.

Die “Annotation” Die Eingabe wird zunachst bearbeitet von einem Bi-
LSTM, sequence-to-sequence. Wir bekommen also fiir jedes 7% zwei Zustinde:

1. Ei, den iten Zustand des Forward-Netzes
<_
2. h;, den iten Zustand des Backward-Netzes
Die Autoren nennen das die Annotation, denn so stehen in jedem Zustand

relevante Informationen iiber die Vorginger (h;) und die Nachfolger (h ;).
Die Annotation ist nun einfach die Paarung dieser beiden Zustéande:

i)

Der Grund fiir diese Annotation ist folgende: die Eingabe soll die Aufmerk-
samkeit steuern, das geht aber nur, wenn globale Information tiber links und
rechts stehende Worte, sofern relevant, lokal verfiighar ist.

-
(336) ann; = (h;, h
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Das Alinierungsmodell Die Alinierung wird errechnet als ein einfaches
Perzeptron (glaube ich), appliziert auf den vorigen internen Zustand eines
neuen Netzes, und die Annotation. Wir schreiben also:

(337) eij = g(m'(si_1,ann;))
(338) eij € R(!)

Wir berechnen also in Schritt ¢ immer n (= Lénge der Eingabe) verschiedene
Alinierungen, namlich fiir jede Annotation eine, wahrend der Zustand kon-
stant bleibt. Das Ergebnis ist jeweils eine reelle Zahl.

An diesem Punkt ist entscheidend: fiir diesen Rechenschritt ist die Lange
der Eingabe die entscheidende Variable. Denn alle Komponenten unseres
Modells haben eine feste Dimensionalitat, aber die Anzahl der Gewichte A;
fiir die Aufmerksamkeit ist variabel. Dieses Problem wird in diesem Rechen-
schritt gelost.

Die Aufmerksamkeit selbst wird errechnet nach einem ganz einfachen
Muster:

(339) att; = softmax (e, ..., €in)

Wir definieren att;; = (att;);, das wére also die oben beschrieben Wahrschein-
lichkeit; also:

(340) atty; = A,

Der Kontext ist im VtS-Modell der eine Eingabevektor, der immer wieder
neu Eingegeben wird. Hier passiert nun dasselbe: die gesamte Eingabese-
quenz wird immer wieder, in jedem Schritt, neu gelesen, nur: es andert sich
unsere Aufmerksamkeit!

(341) ¢; = Z Aéannj
j=1

Der Kontext ist also das Ergebnis der Aufmerksamkeit, appliziert auf die
Annotation — eine gewichtete Summe.
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Der Zustand Wir haben bereits den vorigen Zustand s;_; benutzt, um das
Alinierungsmodell und damit die Aufmerksamkeit zu errechnen. Wir zeigen
nun, wie man den Nachfolgezustand errechnet:

(342) s; = f(Si—1,Yi-1,¢i)

(Laut meiner Quelle; hier ist y;_; die vorherige Ausgabe) Hierbei ist f wohl
ein einfaches Perzeptron, sprich:

(343) s; = g(M(si-1,¥i-1,¢i))

Bleibt noch die Ausgabe y, die wir noch nicht besprochen haben:

Die Ausgabe Hier schweigt das Papier, ich schatze:
(344) y; = softmax(N(s;))

Damit kénnen wir die Wahrscheinlichkeit jeder Ausgabe o ablesen, namlich
(wie gehabt)

(345) Li(0) = —log(mo(yi))

Es ist wichtig zu verstehen, dass hier wiederum y; als Eingabe dient fiir
s;i+1 — dementsprechend konnen die verschiedenen Ausgaben sich tiber die
Zeitschritte nach vorne beeinflussen!

Zusammenfassung Und das ist die erste Architektur mit attention. Man
kann sie vereinfacht als eine 4-Ebenen-Architektur darstellen:

1. Die Annotationsebene, ein Bi-LSTM auf den Eingabevektoren

2. Die Ebene der Attention, die aus der Eingabesequenz einen Vektor
fester Lange macht

3. Die Zustandsebene s;, die in jedem Rechenschritt einen Zustand hat

4. Die Ausgabeebene der y;, die jeweils eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
iiber Ausgabeworte reprasentieren

Wir sehen: die Attention ist hier nur eine Ebene in der groferen Ar-
chitektur, und das ist, vor dem Hintergrund der maschinellen Ubersetzung
durchaus sinnvoll, denn die Aufmerksamkeit entspricht der Alinierung im

SMT.
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23.3 Training

Das Training lauft uniform ab, sprich: fiir ein Eingabe-Ausgabe-Paar wer-
den alle Komponenten zeitgleich optimiert, um die likelihood der Ausgabe
gegeben die Eingabe zu maximieren. Man muss also den Gradienten f.a.
Komponenten finden!
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23.4 Attention is all you need — der Transformer

Nach dem gleichnamigen Artikel (zu viele Autoren, sagen wir einfach die
Google-Leute). Die Autoren 16sen das Konzept der Aufmerksamkeit aus dem
urspriinglichen Kontext und konstruieren eine Architektur, die ausschliefilich
aus attention-layern besteht. Wie geht das? Erstmal konzeptuell:

Attention ist ja nicht rekurrent. Der Transformer besteht nur aus Attention-
layern — wie konnen wir hier beliebige Eingaben und Ausgaben konstruieren?

= Es gibt also keinen Zustand, der die bisherigen Berechnungen kodiert!

Stattdessen:

e Die Ausgabe wird wie immer Schritt fiir Schritt konstruiert

e Die Eingabe wire an fiir sich kommutativ: wir gehen ja in keiner Weise
sequentiell durch, sondern betrachten immer eine gewichtete Summe

e Die lineare Ordnung der Eingabe(vektoren) wird separat kodiert mit
einem Position-encoding. Auf diese Weise ist die Reihenfolge auch in
der gewichteten Summe prasent!

Erstmal haben die Google-Leute einen etwas anderen und allgemeineren
Begriff von Attention, sie nutzen die sog. Dot-Product Attention.

T

(346) att(Q, K, V) = softmax(cf/d_
k

Zunachst sind alle Matrizen hier quadratisch. Weiterhin ist

)14

e () eine Matrix von Queries (jeder Vektor eine query)
e K ist eine Matrix von Keys (jeder Vektor ein key)
e V/ ist eine Matrix von Values (jeder Vektor ein value)

e dj ist die Anzahl der Dimensionen der (einzelnen) keys, die den Term
normalisieren soll
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Der (normalisierende) Term /dj, ist nicht obligatorisch und wird in an-
deren Publikationen weggelassen, so dass wir bekommen:

(347) att(Q, K, V) = softmaz(QK")V
Wir besprechen erstmal die Bedeutung dieser Funktion.

e QKT liefert uns eine Matrix von gewichteten Summen der keys mit den
queries.

e softmaz ist hier wohl Zeilenweise zu verstehen, sprich: exp((QK7T);;)
wird dividiert durch Y, exp((QK™);;). In jedem Fall soll ein normal-
isierter Vektor multipliziert werden mit jedem einzelnen Value-Vektor
inV.

e “Softmax creates a vector of similarity scores between the query q and
the key vectors in K. The output of attention is thus a weighted sum
of the value vectors where the weight for each value represents its rel-
evance.

e Also: die Vektoren in softmaz(QKT) sind die Gewichte der einzelnen
Value-Vektoren

Diese Attention layers werden also iibereinander gestapelt. Zur Erin-
nerung: die Eingabelénge ist fix (z.B. 512), die Ausgabelidnge wird bestimmt
durch die Anzahl der Rechenschritte. Das erklart, waru die Grofle der obigen
Matrizen fix ist.

Mir bleibt aber die ganze Architektur etwas unklar.
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24 Neural Language Models, Sprachgenerierung

24.1 Sprachgenerierung

Sprachgenerierung basiert genau darauf: das Modell generiert immer genau
das néachste Wort, welches es flir das wahrscheinlichste gehalten hatte. Sprach-
generierung ist also relativ banal, wenn man ein Sprachmodell hat.

Das Problem ist meist ein anderes: neuronale Sprachmodelle brauchen
Unmengen von Daten. Sprachgenerierung als general purpose ist ziemlich
uninteressant; interessant sind spezielle Falle:

e Chats
e Nachahmung bestimmter Autoren

e Bestimmte Anwendungen (medizinische Voruntersuchung, Nutzerhilfe,

Das Problem ist: gerade in diesen speziellen Anwendungen gibt es selten
ausreichend Daten um gute Sprachgenerierung zu gewahrleisten! Das macht
transfer learning so interessant (s.u.)
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25 ELMo, revisited

Motivation Nachdem wir also alle Zutaten beisammen haben, konnen wir
jetzt “moderne” word embeddings betrachten, also solche die

e kontextabhangig sind
e und daher auf rekurrenten/Sequenz-basierten Modellen basieren

2022 ist Stand der Dinge: alle Erfolge der letzten Jahre basieren nicht auf
ausgefeilteren Netzen zur Bearbeitung des tasks, sondern auf ausgefeilteren
embeddings! Wir haben also guten Grund uns diese Sache genauer anzuse-
hen. Die Motivation ist klar: jedes embedding sollte die semantischen und
syntaktischen Eigenschaften eines Wortes auf die gewisse Art kodieren. Aber:
diese Eigenschaften variieren, fiir dasselbe Wort, iiber Kontexte, da die meis-
ten gelaufigen Worte mehrere Lesarten haben. Das bedeutet, dass statische
embeddings eben auch Ambiguitat kodieren miissen, sowie die zugehorigen
Mechanismen zur Disambiguierung. Dynamische embeddings lagern diese
letzte Aufgabe aus, von daher miissen sie weniger leisten, und es ist nicht
verwunderlich dass sie besser abschneiden.

Aufbau und Uberblick Elmo basiert auf Bi-LSTM Sprachmodellen. Wir
nutzen die inneren Zustdnde des Bi-LSTM, um unsere Wort-Vektoren zu
generieren. Sprich, wir haben folgenden Arbeitsablauf fiir unser embedding;:

1. Ein grofles Bi-LSTM wird offline auf einem groflen Korpus trainiert
(wie iiblich, indem man es verdeckte Worte vorhersagen lisst). Das
Ergebnis nennen wir Ngy,,,. Das ist das Pre-Training!

2. Wenn man nun die Worte in einem Text einbetten will, dann gibt man
den Text als Eingabe in das Netz Ngp,.,. Unser Netz hat nach jedem
Wort a) einen inneren Zustand und b) eine Ausgabe. Man beachte:
dadurch, dass es Bidirektional ist, enthalt auch der Zustand des ersten
Wortes Information tiber den gesamten Text!

3. Aus dem Zustand i generiert man vec(w;). Ganz einfach ist das aber
nicht: Ngp,, ist tief, also ist der Zustand kein Vektor, sondern eine
Matrix. Man muss daraus erst einen Vektor erzeugen (Linearkombina-
tion).
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Details Ich folge [I] und nenne Bi-direktionale Sprachmodelle BiLM. Ein
BiLM mit L layern hat, gegeben ein Eingabewort w (im einem gegebenen
Kontext) 2L + 1 Vektor-Represéntationen:

e [ Reprasentationen im forward-Netz
e [ Reprasentationen im backward-Netz

e 1 “Grundreprisentation” (denn bevor wir ein BiLM aufs Wort ap-
plizieren, muss es ja schon ein Vektor sein!

Wir haben also eine Menge von Vektoren fiir ein Wort wy in einem Satz
W1... Wy

(348) M(w) = (R +5 < L) U {95 U (3 )

Ty, ist hierbei die “naive” Einbettung von wj, ansonsten haben wir die L
Zustande des forward und des backward Netzes. Der Kontext ist hier soz.
implizit im Sprachmodell, wird aber nicht explizit erwiahnt. Wir setzen

5 —
(349) hﬁjy = (vechﬁg/[, vech,gy)
(350) WM = 7,

Das sind alles Dinge die sowieso anfallen. Jetzt kommt der eigentliche Elmo-
Schritt: es gibt einen task-spezifischen Vektor Sy, = (So, ..., S1,) wobei

351) sumk s, =1
( =1

sowie einen task-spezifischen Skalar ;.5 € R. Etwas genauer, Si,q ist ein
softmax-normalisierter Vektor. Nun kommt die Definition:

L
(352) ELMO(M<wk)7 Vtask gtask‘) = Vtask Z Sihég‘/[
=0

Das liefert uns das embedding. Wie wir sehen basiert es auf den internen
Zustanden des BiLSTM, und ist somit kontext-abhangig.
Es bleiben zwei Fragen:

1. Woher kommen g5k, Stask?

2. Woher kommt 7, (die naive Einbettung)?

Die erste Frage gleich im Anschluss, die zweite etwas weiter unten.
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Der task-Vektor Es gibt zwei Extrembeispiele:

1. Spast = (0,0,...,1). Also: nur das letzte (Ausgabe)Layer wird genom-
men! Das war eine beliebte Losung vor Elmo [?].

2. Siask = (LLH, s %H> Das ware das arithmetische Mittel.

Tatsachlich lasst sich empirisch zeigen, dass verschiedene layer fr verschiedene
Aufgaben besser geeignet sind, also die entsprechende Information kodieren.
Die unteren Layer kodieren eher Morphosyntax und Semantik, die operen
Layer kodieren eher Information zu Lesart und Disambiguierung. Es gibt ein
wichtiges Papier hierzu, allerdings fiir Bert (Bert rediscovers the linguistic
pipeline).

Letztenendes ist es eine Frage der Erfahrung und der Evaluation. Allerd-
ings ist Sj,q natiirlich ein Hyperparameter und muss entsprechend “von
Hand” optimiert werden. Das kann man entweder fiir einen konkreten An-
wendungsfall selbst machen (Arbeit!), oder man kann sagen: fiir POS-tagging/Sentiment
detection/... gibt es einen bewérten Sy, den ich auch benutzen wollen, ohne
Alternativen zu priifen.

Elmo anwenden Die Anwendung von Elmo ist normalerweise wie folgt:
nimm an, wir haben einen supervised NLP-task. Das bedeutet, wir haben
fiir einen Text mit Worten wy, ..., w,, bereits zwei Dinge:

1. Ein (kontextunabhéngiges) embedding 7, ..., %,

2. Ein entsprechender target-Datensatz Y, dessen Form start variieren
kann (seq2vec, seq2seq,...)

Die Anwendung aus [I] besteht einfach darin, dass wir, fiir einen gegebe-
nen task,

fi — (fza ELMOM(wk)y Vtask gtask))

erweitern. Wir behalten also die urspriingliche Repréasentation und erweit-
ern sie mit Elmo. Y bleibt natiirlich unverandert. Auf diesem Daten-
satz trainieren wir nun unser Modell (Achtung, verdnderte Eingabedimen-
sion!). So einfach ist das! Elmo ist in diesem Sinne einfach ein zusétzlicher
preprocessing-Schritt.
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Die Archtektur des BiLM und ﬁg Wir haben noch nicht die konkrete
Architektur des BiLM und die “naive” Einbettung besprochen. Natiirlich ist
das in gewissem Sinn variabel: man kann alles mogliche benutzen. In der
Praxis benutzen aber die meisten das vorgefertigte “out of the box”. Ich stelle
hier die Architektur von [I] vor. Zur Erinnerung: es gibt word-embeddings
und character-embeddings. Peters et al. nutzen character-embeddings.

Das naive embedding nutzt eine 2048-character n-gram convolution,
gefolgt von zwei “highway layers” (Srivastava et al., 2015), und dann ein
Perzeptron das die Dimension auf 512 reduziert. Wir sehen also, dass auch
dieses character embedding bereits eine Menge Kontext beachtet, allerdings
nur in einem konstanten Fenster.

Das BiLM ist ein 2 Layer Bi-LSTM (rekurrente Layer aufeinander gestapelt!).
Die Eingabedimension entspricht dem naiven embedding, die Ausgabedi-
mension ist ebenfalls 512. Wir haben also eine gewichtete Summe zweier
Layer als Ergebnis des embeddings. Damit sind auch die task-Parameter
iiberschaubar.
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26 Bert: Transfer Learning

Bert, grofies language model. Hieraus kann man viele kleine Aufgabe, wie
POS-tagging, mit geringem Aufwand ableiten. Die Idee sehr einleuchtend:

1. Bert wird (von google) allgemein als language model trainiert, mit riesi-
gen Datenmengen und groffem Aufwand. Das ist der Ausgangspunkt

2. Mit einer viel kleineren Datenmenge wird Bert auf einen speziellen task
“feinjustiert”.

Intuitiv ist das klar, bei Menschen ist das auch nicht anders: wir konnen
viele allgemeine Dinge, und auf dieser Basis lernen wir spezielle Aufgaben.
Aber wie lauft das im formalen Modell?
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27 Generative Adversarial Models
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28 Metriken und Kostenfunktionen — extern

Metriken sind, im Gegensatz zu Kostenfunktionen, nicht fiir das Training,
sondern zur Evaluation von Modellen gedacht. Wichtig: Accuracy, precision,
recall, F-score.

Accuracy Akkuratheit liefert uns einfach (fiir Klassifikationsaufgaben).
Also einfach folgende Formel:

# falsche Klassifizierung von f auf D
D)

(353) ace(f,D) =

Gangz interessant hierbei ist: wenn wir MSE applizieren auf eine 0,1 Klas-
sifikation, dann bekommen wir genau dasselbe Ergebnis! Accuracy ist aber
auf beliebig endlich vielen Klassen eindeutig definiert.

Frage: unter welchen Umstanden ist accuracy wenig aussagekraftig?

Precision und Recall Nehmen wir an, wir haben eine Klassifikation nach
{0,1}. Wir definieren die Precision eines Klassifikators fiir Klasse 1 als

(354) pree(f,D,1) = # richtige Klassifizierung von 1 in D

# Klassifizierung von 1 in D

Precision sagt: wie genau ist unser Klassifikator fiir label 1, anders gesagt:
wenn er 1 ausgibt, wie sicher konnen wir sein, dass es wirklich 1 ist? Nehmen
wir an, wir haben sehr selten das label 1; unser Klassifikator wird immer 0
ausgeben. Er mag eine hohe accuracy haben, aber seine precision wird 0
sein!

Dual dazu wird der Recall definiert als:

# richtige Klassifizierung von 1 in D
355 D, 1) =
(355) rec(f, D.1) #1m D

Recall sagt: wie sicher ist es, dass unserer Klassifizierer label 1 erkennt,
wenn es auftritt? Anders gesagt: wie sicher konnen wir sein, dass er ein label
1 Datenpunkt richtig einordnet?

Diese Unterscheidung entspricht grob der Unterscheidung von Typ I und
Typ II Fehlern in der Statistik; wir unterscheiden falsche Negative von
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falschen Positiven. Was uns wichtiger ist, hdngt vom Kontext ab. Wichtig:
beide Mafle sind asymmetrisch, setzen also eine besondere Kategorie voraus,
die explizit gemacht werden muss. Damit ist das Mafl auch implizit binar —
es gibt nur eine Kategorie, die zahlt, und die anderen.

F-score Der F-score (auch Fl-score) mittelt nun iiber die beiden:

rec(f,D,1) - prec(f, D, 1)
“rec(f,D,1) + prec(f, D, 1)

(356) F(f,D,1) =2

Da Precision und Recall in [0, 1] liegen, folgt dass der Zahler in [0, 1]
liegt; der Nenner in [0,2]. Um diese inhérente Asymetrie auszugleichen wir
der Term mit 2 multipliziert, also liegt der F-score ebenso in [0, 1] (das kann
man recht einfach zeigen).

Der F-score sorgt dafiir, dass sowohl Precision als auch Recall beriicksichtigt
werden; wenn also ein Term 0 oder sehr niedrig ist, ist auch der F-score 0
bzw. sehr niedrig.

Confusion matrix Der F-score beriicksichtigt gleichermaflen falsche Pos-
itive (Typ I Fehler) wie auch falsche Negative (Typ II Fehler). Allerdings
erlaubt er, als einfache Kennzahl, keine Rekonstruktion der Zahlen, aus de-
nen er sich errechnet. Die Art der Fehler kann man mit der confusion matrix
oder Wahrheitsmatrix darstellen. Fiir einen binaren Klassifikator, der nach
{0, 1} klassifiziert, kann man folgende Tabelle erstellen:

Nach 0 klassifiziert Nach 1 klassifiziert
Label 0 korrekte Negative (/ precision) # falsche Positive
Label 1 # falsche Negative korrekte Positive (= recall)

Diese Tabelle lasst sich auch erweitern fiir eine beliebige Anzahl von Kat-
egorien nach denen klassifiziert wird; so lasst sich aus dieser Tabelle ablesen,
welche Kategorien auf welche Art falsch kategorisiert werden.
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29 No free lunch — Gibt nix umsonst

29.1 Einleitung

Jeder Kurs iiber das maschinelle Lernen sollte die bertihmten no-free-lunch
(NFL) Theoreme behandeln, da sonst die Gefahr besteht, dass man grundsétzliche
Dinge missversteht. NFL heifit soviel wie “gibt nix umsonst”; warum sie so
heiflen sollte bald klar werden. Diese Theorem sind von David Wolpert,
dessen Papiere aber etwas sperrig sind.

Wir haben bis hierher viel iiber verschiedene Algorithmen besprochen,
haben sehr elaborierte Methoden gesehen die in der Praxis sehr gut funk-
tionieren. Das konnte uns zu dem Glauben verleiten, dass manche Algorith-
men allgemein besser sind als andere. Die NFL-Theoreme besagen nun, dass
genau das nicht stimmt. Auf einer allgemeinen Klasse von Lernproblemen
lernen alle — wirklich alle, auch die sinnlosesten — Lernalgorithmen gleich gut.
Und wenn ein Algorithmus auf einer Teilklasse von dieser Klasse besser funk-
tioniert — z.B. der Teilklasse die wir beobachten — dann ist das nur deswegen,
weil er auf einer anderen Teilklasse schlechter funktioniert.

Im Umkehrschluss bedeutet dass: wir konnen empirisch nie etwas iiber
einen Algorithmus erfahren, sondern nur iiber diejenige Teilklasse unseres
Problems, mit der wir getestet haben. Angewandtes maschinelles Lernen
sagt uns also nur etwas tiber Phanomene, nicht iiber Algorithmen. Aber was
genau heiflen diese Begriffe, die wir eben benutzt haben? Das machen wir
jetzt prazise.
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29.2 Die NFL Theoreme und was sie bedeuten
Das Ziel (die objektive Funktion) Wir suchen eine Funktion
f: X =Y

Das ist die objektive Funktion. Wolperts Ansatz ist allerdings etwas allge-
meiner: er betrachtet probabilistische Funktionen, d.h. Funktionen, die
fiir eine FEingabe x € X nicht ein y € Y ausgeben, sondern eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung

f(z): Y —[0,1]

Natiirlich ist leicht zu sehen, dass das nur eine Verallgemeinerung darstellt.
Uns interessieren also Funktionen

f: (X xY)—10,1]
so dass
ZyEY flx,y)=1,fa. z€ X
Wir bezeichnen die Menge dieser Verteilungen mit
prob(Y ™)

In unseren Daten finden wir allerdings keine Verteilungen, sondern tatsachlich
Datenpunkte (z,y); also ist

DCXxY

Wir haben weiterhin die Annahme, dass alle Funktion f € prob(XY) apriori
gleich wahrscheinlich sind — wir lernen also ohne Vorwissen. Algorithmen (bei
uns) sind Funktionen, die Versuchen die richtige Funktion zu approximieren.

Kostenfunktion Wenn wir trainieren und bekommen ein falsches Ergebnis
(unsere Vorhersage unterscheidet sich von der Beobachtung), dann kostet das,
und dafiir brauchen wir eine Kostenfunktion

E:Y xY =R
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Welche das ist, spielt keine Rolle, sie muss nur eine Bedingung erfiillen,
namlich sie muss homogen sein, das bedeutet: sei § die Kronecker-delta
Funktion definiert durch

1, fallsz =y

(357) d(x,y) = {

0 andernfalls

Weiterhin bezeichnen wir
e mit ¢ eine beliebige Konstante;
e mit y; das “objektiv richtige” y so dass (z,yy) in unseren Daten D;
e mit y, die Vorhersage unseres Algorithmus.

Nimm nun die Funktion

(358) (e, k(yn,yr)) : Y3 —{0,1}

in drei Argumenten, die uns 0 oder 1 liefert, je nachdem ob k(z,y) den
Wert ¢ liefert. Wir konnen aus dieser Funktion nun das dritte Argument
“herausmarginalisieren”:

(359) A(c,yn) = Z 5(c, k(yn,ys)) : Y? — {0,1}

yreY

Diese Funktion zahlt, wie oft, fiir gegebenes ¢ und y,, die Distanz von be-
liebigen y¢ und y;, den Wert ¢ betragt. Wir sagen k ist homogen, falls gilt:
fiir beliebige y, v/, ¢ gilt

(360) Alc,y) = Ale,y)

Das bedeutet: mit unserer Hypothese konnen wir keinen Einfluss darauf
nehmen (unabhéngig von der wahren, objektiven Funktion f), wie oft wir
einen gewissen Kostenwert bekommen. Anders gesagt:

» In volliger Unkenntnis der objektiven Funktion wird unsere Kosten-
funktion keine Hypothese bevorzugen.
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Das ist eine sehr allgemeine Bedingung die in der Praxis so gut wie immer
erfiillt wird, da sie einfach besagt: es gibt nach Kostenfunktion keine bessere
oder schlechtere Hypothesen, wenn wir noch keine Daten gesehen haben. Da
die Funktion A, falls sie auf einer homogenen Kostenfunktion basiert, dem
zweiten Argument keine Rolle zumisst, konnen wir A als auch eine Funktion
mit einem Argument auffassen, und schreiben in Zukunft

(361) A(c)
Eine einfache Funktion, die das nicht erfiillt, ware z.B. eine Funktion

(362) k(yn,yr) = maz(e, yn) - (yn — yf)z, e>0

(das € ist da um einen trivial beste Hypothese y, = 0 zu verhindern). Diese
Funktion bevorzugt kleine y;, unabhangig von y;, ist also voreingenommen.

Stichproben sammeln Wir nehmen an, es gibt eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung

6:X —10,1],

mittels derer wir Stichproben x aus X entnehmen, um dann schauen welchen
Wert f dieser Stichprobe zuweist (wir beobachten also einen Punkt (z, f(y))).
Das liegt unserem Training und unseren Tests zugrunde. Was wichtig ist, ist
die Stichprobenwahrscheinlichkeit (likelihood) eines Datensatzes D, gegeben
durch

P(DIf)

Diese Wahrscheinlichkeit hangt natiirlich von 6 ab. Wir sagen dass diese
Verteilung (likelihood) vertikal ist, falls sie unabhéngig ist von f(x,yy),
falls = nicht in D vorkommt. Z.B. eine typische likelihood ware gegeben
durch

(363) P(DIf)= ][] 6=

(z,y)eD

(das wére IID sampling). Wir brauchen Stichproben sowohl zum Testen als
auch zum Training, und wir nehmen an das beide Male dieselbe Verteilung
und Methode zugrunde liegt (das ist im Normalfall gewéhrleistet).
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Der Algorithmus und sein Training Was wir weiterhing brauchen ist
der Algorithmus a. Der Algorithmus andert in jedem Schritt seine vorher-
sagen: initialisiert ist er eine Funktion

ag € YX.

Nun ist es wichtig, dass der Algorithmus seine Daten in einer bestimmte
Reihenfolge bekommt. Wenn er Kosten k; fiir ; und seine Vorhersage ag(z1)
bekommt:

(364) ki := k(y1, ao(z1))

dann dndert er sich zu a; € XY usw. Der Algorithmus ist erstmal eine Folge
von Funktionen

(ag: X =2Y,a1: X =Y, a0: X =Y, ..)

Wir geben dem Algorithmus das Argument x;, berechnen Kosten ky,
liefern diesen Wert als Eingabe (backpropagation), und dann bekommen wir
ay. Als nachstes bekommen wir

(365) ko = k(a1(z2), f(x2))

Das ist Training unseres Algorithmus auf unseren Daten D.

Wahrscheinlichkeit von Kosten im Test Wor kénnen nun definieren,
was die Wahrscheinlichkeit ist, gewisse Kosten zu haben, gegeben einen
Datensatz D. Wir fassen dafiir £ als eine Zufallsvariable auf:

P(k=z|f,a,D)

bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, im néchsten gesammelten Beispiel von der
zugrundeliegenden Verteilung f, mit Algorithmus a trainiert auf Datensatz
D, die Kosten x zu haben. Z.B.

(366) P(k = 0|f,a,D)

Das ist die Wahrscheinlichkeit, das nachste Beispiel richtig zu raten. Wie
ist diese Funktion genau definiert? Das hangt von unserem sampling ab, im
[ID-Fall ware das wie folgt:

(367) P(k=z|f,a,D)= > 6(x)f(z,y)

k(y,ap(z))==
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Also die Wahrscheinlichkeit, das wir ein x ziehen, mal die Wahrscheinlichkeit
dass f(x) =y, fiir alle (x,y) so dass k(ap(x),y) = 2z, und das aufsummiert.
(Die Bedingung: f, D muss konsistent sein?)
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29.3 Einige NFL Theoreme

Wichtig ist: alle Theoreme beziehen sich auf off training set error (OTS),
also der Fehler wird nur auf Datenpunkten gemessen, die nicht im unserem
Trainingsset vorkamen. Andernfalls wiirde das Ergebnis nicht gelten, den
auf diesen Punkten konnen wir sehr leicht bessere/schlechtere Algorithmen
ausmachen.

Das erste Wolpertsche NFL Theorem besagt (grob):

Theorem 13 (NFL 1) Sei A wie oben fiir eine homogene Kostenfunktion
definiert. Dann gilt: der normalisierte Durchschnitt uber alle f im Kan-
didatenraum von P(k = z|f,a, D) ist gleich A(x)/r fir ein Konstante r,
unabhdngig von a. Also insbesondere: fiir beliebige Algorithmen al, a2 gilt:

> Plk=z|f,D,al)= Y. P(k=z|f,D,a2)

feprob(YX) feprob(YX)

Das bedeutet: die Wahrscheinlichkeit, dass wir mit einem Algorithmus,
gegebenen Trainingsset in Unkenntnis der objektiven Funktion als nachstes
einen Fehler von k haben (z.B. k = 0, also richtig zu liegen), ist fiir jeden
Algorithus gleich, und eine einfache Funktion tiber unsere Kostenfunktion;
der Algorithmus ist irrelevant.

Der nachste Schritt besteht darin, das ganze unabhangig zu machen von
D — der Datensatz soll also nicht gegeben sein; stattdessen nur seine Grofe.
Das Problem dabei ist, dass verschiedene fs unterschiedlich beitragen, da sie
den Daten unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten zuweisen. Wir haben:

(368) P(k = z|a, f,|D|=m)= Y_ P(k=z|fa,D)P(D|f)

|D|=m

Das folgt aus den normalen Regeln zur Marginalisierung, und P(D|f) ist
nicht uniform tiber f (die likelihood der Daten dndert sich mit der objektiven
Funktion). Dennoch gibt es auch hierfiir ein NFL Theorem:
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Theorem 14 (NFL 2) Sei A wie oben fiir eine homogene Kostenfunktion
definiert, und die Wahrscheinlichkeit P(D|f) eine vertikale Verteilung fir
alle D, f. Dann gilt: der normalisierte Durchschnitt uber alle f im Kandi-
datenraum von P(k = z|f,a,|D| = m) ist gleich A(x)/r fir ein Konstante r,
unabhdngig von a. Also insbesondere: fur beliebige Algorithmen al, a2 gilt:

> Plk==z|f,|D|=m,al)= Y. P(k=z|f,|D] =m,a2)

feprob(YX) feprob(YX)

Das bedeutet: auch wenn wir nur die Grofle der Trainingsdaten als gegeben
betrachten, sind alle Algorithmen gleich gut. Um das Ergebnis zu verstehen,
muss man sehen dass f, gegeben im Term, ja die eigentliche Unbekannte ist.
Wenn nun ein Algorithmus al auf einer Teilmenge (der Groéfie m) von f € YX
konsisten nur geringere Kosten erzeugt als a2 (also konsistent besser ist),
dann bedeutet dass das wir — vereinfacht gesprochen — eine entsprechende
Funktion f’ € prob(Y*) haben, auf der al konsistent schlechter abschneidet.

Permutierbare Funktionen — ein notwendiges& hinreichendes Kri-
terium Man kann dieses Theorem noch etwas starker formulieren: die Be-
dingung f € YX (also der gesamte Funktionenraum ist involviert) ist etwas
zu schwach. Eine Permutation ist eine Funktion

m: M — M, wobei 7 om(z) =1

Also eine Bijektion auf einer Menge. Sei ' C Y eine Menge von Funktionen.
Wir sagen diese Menge ist geschlossen unter Permutation, wenn folgende
Bedingung erfiillt wird:

felFl= formekF

Also wir konnen Eingaben beliebig permutieren, wir bleiben in der Klasse.
Das erlaubt es uns z.B. den Ausgaberaum beliebig einzuschranken. Als Be-
spiel nimm folgende Klasse: sei X =R =Y. Dann ist

o F.,. CY?X dieklasse der monotonen Funktionen, ist nicht geschlossen
unter Permutation (setze m(n) = n + 1 falls n gerade), 7(n) =n —1
falls n ungerade, m(z) = z falls n ¢ f.
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e Die Klasse der linearen Funktionen (oder Polynome) ist nicht geschlossen
unter Permutation (nimm obiges Beispiel, das macht die Funktion un-
stetig)

e Die Klasse der Wahrscheinlichkeitsfunktion f : X — [0, 1] ist geschlossen
unter Permutation.

Der formale Abschluss unter Permutation hat eine intuitive Bedeutung:
ein Funktionenraum ist geschlossen unter Permutation, wenn wir in gewissem
Sinne keine apriori-Aussage tiber Eingaben — Ausgabe Relationen machen
kénnen. Nun lasst sich das Theorem stéarker formulieren:

Theorem 15 (NFL3) Fiir zwei beliebige Algorithmen ay,ay gilt:

2ser P(k=2[[,[D] =m,a1) = 3 pep P(k = 2|f,| D] = m, as)

genau dann wenn F unter Permutation abgeschlossen ist.

Der Abschluss unter Permutation ist also hinreichend und notwendig,
damit die NFL Theoreme gelten. Ahnlich lassen sich andere Theoreme
starker formulieren, wir lassen das aber. Diese Theoreme sind sehr robust,
und gelten noch fiir eine ganze Reihe weiterer Falle. Das sog. zweite NFL
Theorem ist aber z.B. wesentlich komplexer und nimmt an, dass sich die
objektive Funktion iiber die Zeit andert. Das macht natiirlich einen Unter-
schied, da die Tatsache, dass wir eine gewissen Teil als Daten zuerst sehen,
natiirlich einen Unterschied, da unsere Funktion spater sich anders verhalten
kann. Auch diese Erweiterung dndert also nichts an den Ergebnissen.
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29.4 Was bedeutet das also...

. wenn eine Klasse von Lernalgorithmen (z.B. neuronale Netze) auf einer
gewissen Klasse von Problemen gut funktioniert? Man darf die NFL Theo-
reme nicht dahingehend missverstehen, dass das reiner Zufall ware, das ware
praktisch ausgeschlossen. Stattdessen bedeutet das soviel wie: wir haben eine
Teilklasse von Funktionen, die nicht unter Permutation geschlossen sind, an-
ders gesagt, wir machen gewisse apriori Annahmen tiber unseren moglichen
Funktionenraum. Zu sagen, dass ein Ansatz gut funktioniert, bedeutet: zu
sagen, dass unser Funktionenraum auf eine gewisse Weise von vornherein
eingeschréankt ist. Wir machen also Annahmen iiber unsere moglichen ob-
jektiven Funktionen. Das bedeutet, anders gesagt: effektives Lernen ist nur
moglich, wenn wir starke Annahmen machen tiber was wir lernen wollen. Es
gibt aber umgekehrt keine Moglichkeit, objektiv zu priifen ob diese Annah-
men richtig sind.
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29.5 NFL und Probabilistische Optimierung

Es gibt einen interessanten Zusammenhang zwischen NFL und probabilistis-
cher Optimierung. Unter probabilistischer Optimierung verstehen wir hier
folgendes: wir nehmen an, wir haben ein diskretes Klassifikationsproblem,
sagen wir Einfachheit halber

f:M—{0,1}
Dieses Problem hat eine gewisse Zeitkomplexitat. Bsp. dafiir sind:
e Gegeben eine CFG G und ein Wort w, ist w € L(G)?

e Ist eine gewisse Formel v der Aussagen/Pradikatenlogik eine Tautolo-
gie? (NP vollstéandig)

Nun gibt es verschiedene Methoden, diese Probleme anzugehen; eine Meth-
ode wére, Wahrscheinlichkeiten zu nutzen (z.B. nutzen wir eine Strategie
wie random walk). Das kann mitunter sehr effektiv sein. Die NFL Theo-
reme besagen nun: wann immer eine gewisse probabilistische Strategie auf
einer Teilklasse von M besser arbeitet, wird sie auf einer anderen Teilklasse
schlechter abschneiden (vorausgesetzt M ist abgeschlossen unter Permuta-
tion in einem gewissen Sinn). Das bedeutet: alle probabilistischen Methoden
sind im Mittel gleich gut.
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30 Ubersicht: eine Art “pipeline”

Hier ein kleines Ubersichtskapitel, denn die Methoden des Deep Learning
kann man (wie immer) auf verschiedene Arbeitsschritte aufteilen. Wichtig
ist: die Methoden selber unterscheiden sich nicht unbedingt, sondern das
Ziel!

Ebenso: es ist nicht gesagt dass man immer alle Arbeitsschritte, wie hier
beschrieben machen muss! Es ist nur mein Versuch, etwas Ordnung in die
Reihenfolge der Arbeitsschritte zu bringen.

Pre-processing Schritte 1: das Ubliche Wie immer im machine learn-
ing muss man die Daten aufraumen:

e Datenpunkte mit fehlenden Merkmalen rauswerfen oder alternativ das
Merkmal rauswerfen, oder das Merkmal mit Median auffiillen etc.

e In linguistischen Anwendungen: fast immer tokenisieren, evtl. lemma-
tisieren, evtl. Satzzeichen entfernen etc.

Hier geht es darum, saubere Daten zu bekommen!

Pre-processing Schritte 2: embedding Hier sind v.a. embeddings zu
sehen, im NLP also word-embeddings. Diese Techniken laufen durchaus unter
deep learning, aber: dies ist ein Arbeitsschritt, der vor dem eigentlichen
Training des Modells abgeschlossen sein muss. Es spricht auch nichts dagegen
(im Gegenteil), ein bereits existierendes word-embedding fiir einen spezielleren
task zu nutzen (wir POS-tagging): gute word embeddings sind ziemlich
aufwandig!

Auch die Zieldaten miissen evtl. eingebettet werden; z.B. wenn wir 6
Klassen haben, machen wir daraus 6 one-hot Vektoren

Hier geht es darum, Daten zu bekommen, auf denen neuronale Netze
operieren konnen

Pre-processing Schritte 3: Daten aufteilen Wichtig: im Deep Learn-
ing praktisch immer: Trainset, Devset, Testset. Ublicherweise 60-20-20

Das eigentliche Training Jetzt muss man ein passendes Modell wahlen
fiir die Aufgabe, und kann das Modell auf den Daten trainieren (Trainset)
Parallel oder unmittelbar danach wird evaluiert auf dem Devset.
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Hyperparameter Tuning Nun werden verschiedene Hyperparameter getestet
fr die Performanz auf dem Devset:

e Architektur (CNN,RNN,LSTM.,...)
e Anzahl der hidden layer

e Breite der layer

e Dropout

Am Ende gibt es hoffentlich einen mehr oder weniger klaren Sieger.

Evaluation FErst jetzt (und nicht frither) wird das Testset genommen, und
nur der Sieger des Tuning wird darauf evaluiert. Hier gilt es natiirlich, die
passende Metrik zu finden. Vorsicht bei accuracy: kleine Zielklassen konnen
verschwinden, also lieber noch F-score!

Bei accuracy wird verglichen mit random baseline (zufalliger Klassifika-
tor) und majority baseline (klassifiziert immer zur grofiten Klasse), um die
Nummer aussagekriftig zu machen.

Transfer Der letzte Schrei ist transfer-learning: es wird ein sehr kom-
plexes und machtiges Modell genommen wie BERT, und dann geschaut
inwieweit einzelne layer von BERT gewissen Teilaufgaben des Gesamttasks
iibernehmen. Man kann als fertige komplexe Modelle nehmen, daraus einzelne
Teile entnehmen und wiederum leicht nachtrainieren. So bekommt man sehr

schnell und sehr einfach gute Ergebnisse. Das ist aber ein sehr junger Ansatz,
siche z.B. [?]!
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31 Kleines Worterbuch der linearen Algebra
(und etwas mehr)
Korper sind kompliziert zu definieren (9 Axiome). Wir haben:
K1 Eine Menge M, abgeschlossen unter zwei Operationen +, -
K23 Es gibt fiir +, - jeweils ein neutrales Element, genannt 0, 1

K4,5 Es gibt fiir 4+, und alle x € M — {0} jeweils ein inverses Element,
genannt jeweils —z, 1/z, so dass ¢ + (—z) =0, - (1/z) =1

Kb5-9 -, 4 sind kommutativ und assoziativ

K10 (a+b)-c=(a-c)+(b-c) fa. abjce M

Es reicht zu wissen dass es drei bekannte Korper gibt,
1. die rationalen,
2. die reellen und
3. die komplexen Zahlen

sowie Korper, die mittels algebraischen Konstruktion (z.B. Restklassen) aus
diesen konstruiert werden.

Wir bleiben hier bei den reellen Zahlen, von daher gibt es keine weiteren
Probleme. Wenn wir Vektoren oder Matrizen betrachten, dann sind diese
immer tiber Korper konstruiert, d.h. die einzelnen Komponenten sind nor-
malerweise reelle Zahlen. Man spricht in diesem Zusammenhang auch oft
Skalaren, was nichts anderes ist als eine reelle Zahl, allgemeiner: ein Objekt
aus dem Korper, iiber den wir Vektoren, Matrizen etc. konstruieren.

Vektoren und Vektorraum, konkret : Sei K ein Korper, n € N eine
beliebige natiirliche Zahl. Ein Vektorraum V ist eine Teilmenge

vV C K",

die geschlossen ist unter gewissen Operationen, die wir gleich definieren. Ein
Vektor
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veV

ist also fiir uns einfach ein Tupel aus n reellen Zahlen. Wir definieren das
Skalarprodukt

A (v, ..., v,), wobel A € R,
mit
(369) A (v1, ..y Un) = (Avq, ooy AUy)
Die Addition zweier Vektoren ist definiert durch:
(370) (v1,..e,vp) + (W1, ooy wy) = (V1 + w1, ..y Uy + W)
Ein Vektorraum ist nun wie folgt definiert:

1. V ist abgeschlossen unter + und - mit allen Skalaren.

2. V enthalt Oy, den sog. Nullvektor so dass v+ 0y = .

3. V enthélt fiir jeden Vektor ¥/ ein inverses Element —/, so dass v+ (—7) =
Oy. Natiirlich ist leicht zu sehen dass —¢' = (—1) - 7.

Linear unabhingig FEin Vektor ¢ ist linear abhangig von einer Menge
{y, ..., ;}, falls es Aq, ..., \; € R gibt so dass

Man nennt das eine Linearkombination von y, ..., &;. Eine Menge {u, ..., &; }
ist linear unabhéngig, falls @ nicht linear abhéngig ist von {ws, ..., w;} (die
Auswahl von ) ist beliebig und spielt keine Rolle). Was man wissen muss:

e Eine Menge von n linear unabhangigen Vektoren der Dimension m
spannt einen n-dimensionalen Teilraum des Vektorraums V' C R™ auf.

e Es gibt jeweils nur maximal m linear unabhangige Vektoren der Di-
mension m. Falls also bei 1 gilt: n > m, dann kénnen die Vektoren gar
nicht linear unabhangig sein!
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Hyperebenen stellen eine Generalisierung von Ebenen (im 3-dimensionalen
Raum) auf beliebige Dimensionen dar. Eine normale Ebene ist spezifiert
durch einen Stiitzvektor s und zwei linear unabhangige Richtungsvek-
toren 77, 7. Wichtig ist: die Richtungsvektoren miissen

1. Ungleich Oy sein (sonst haben sie keine Richtung!)

2. Sie miissen linear unabhéngig sein — sonst ist die Ebene unterdeter-
miniert!

Ein Punkt p liegt auf der Ebene, falls er sich darstellen lasst als
(372) P = Alfl + /\2’?2 + s fur )\1, )\2 eR

Diese Definition lasst sich leicht verallgemeinern: man nimmt, fiir einen
Raum R", einfach den Stiitzvektor s € R™ und ebenso n — 1 linear un-
abhéngige Richtungsvektoren 7, ..., 7,1 (ungleich 0). Technisch gesehen ist
die Hyperebene eine Menge von Punkten:

(373) H = {§+ ML+ o+ A 1Tt )\1, -'-,/\n—l c R}

Norm : definiert auf einem Vektorraum V ist das eine Funktion
|=1:V =Ry

es werden also beliebige Vektoren auf einen nicht-negativen Wert abgebildet.
Zusétzlich muss || — || noch folgende Bedingungen erfiillen f.a. v € V, A € R.

L |7 =0=¢=0y
2. ||A- ] = |A| - ||7]|, wobei |A| der Betrag ist
3. |+ < 7]l + ||

Die intuitivste Norm ist die euklidische, die jedem Vektor seine Lange zuweise
(wenn wir einen Vektor als eine Linie vom Ursprung auf seine Koordinaten
(im n-dimensionalen Raum) auffassen. Diese Norm basiert auf einer Verall-
gemeinerung des Satz des Pythagoras:

|(v1, .y v)|] = /02 + .. + 02
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In dieser geometrischen Interpretation wird Bedingung 3 zur Dreiecksun-
gleichung: in jedem rechwinkligen Dreieck ist die Lange der Hypothenuse
geringer als die Summe der Lénge der Katheten. Es gibt aber noch viele
weitere Normen, z.B. die sog. p-Norm, wobei p > 1 eine reelle Zahl ist:

w1 s vn)llp = iy [0if?)

Fiir p = 1 vereinfacht sich das zu

B =

n

(374) [[(v1, s va)lli =Y Juil

i=1
Das ist die sog. Manhatten-Norm, weil man immer rechtwinklig um die

Blocks fahren muss — das gibt im 2-dimensionalen Fall also die kiirzeste
Strecke in Manhattan an.

Welchen Unterschied machen unterschiedliche Normen? Wir be-
trachten das in der Ebene, weil hier die Dinge am Einfachsten sein. Man
nehme den Einheitskreis um den Ursprung. Mit dem Satz des Pythagoras
liisst sich leicht ableiten: sowohl (0, 1) als auch (1/0.5,1/0.5) sind Vektoren,
die vom Ursprung auf den Einheitskreis zeigen. Sie sind also gleich lang, rein
geometrisch. (beachte: 0.5 < /0.5 < 1) Es gilt auch ganz offensichtlich
auch:

(375) [[(v0.5,v0.5)[l2 = [1(0,1)[]2 = 1

Die euklidische Norm in der Ebene ist also ein Modell der geometrischen
Lange. Dagegen gilt:

(VOB VOB = (VOB +05)Y

= (0.5-V0.5+0.5v/0.5)"/?
(V0.5 +v0.5) - 0.5)!/2

= ((2-V0.5)-0.5)3

_ /—O 51/3

< 1
Dagegen:
10, Dlls = (O0+1)°
=1
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Was kann man also sagen? Normen mit Grad p > 2 bestrafen einzelne grofie
Komponenten stéirker als gleich verteilte Komponenten! Kurz: Ausreifler
werden bestraft!

Die Manhattan-Norm macht iibrigens genau das Gegenteil:

(376) [|(v0.5,V0.5)|l = V0.5 +v0.5 > 1 =/(0, 1)

Hier belohnen wir ungleichméfiige Abweichungen (d.h. in mdglichst weni-
gen Komponenten). Das kann durchaus Sinn machen, wenn eine einzelne
Komponente gut vernachléssigt werden kann!

Metrik Darauf basiert der Begriff der Metrik; jede Norm induziert eine
Metrik d mittels

(377) d(v, @) = |[v — ]
wobei natiirlich
(378) v —w = (vg — wy, ..., v; — w;)
Es ist nicht schwer zu sehen dass gilt:
e d(z,y) > 0 (positiv)
e d(r,y) =d(y,z) (symmetrisch)
o d(x,y) < d(z,z)+ d(z,y) (Dreiecksungleichung)
Die euklidische Distanz ist definiert durch die euklidische Norm, mit
(379) da(, W) = ||V — ]|

Fiir die verschiedenen Distanzen gilt dann natiirlich genau dasselbe wie fiir
die verschiedenen Normen: je hoher das p in d),, desto starker wird die Abwe-
ichung in einzelner Komponenten (gegeniiber verteilter Abweichung in vielen
Komponenten) bestraft. Neutral ist dabei die 2!
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Kosinus (zweier Vektoren) Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kosinus eines
Winkels cos(«) definiert als

(Lénge der Ankathete)/(Lénge der Hypothenuse)

also cos(90°) = 0, cos(0°) = 1, und alles andere liegt dazwischen. Man kann
den Kosinus auch verallgemeinert definieren als Funktion cos : R — R, und
zwar einigermaflen kompliziert als unendliche Reihe:

(380) cos(x) = Z(—l)"g—;

Was uns insbesondere interessiert ist der Kosinus zweier Vektoren. Im 2-
dimensionalen Raum lasst sich das natiirlich schon veranschaulichen in dem
wir einfach einen Vektor als Hypothenuse auffassen, von seinem Ende eine
Linie ziehen so dass sie den (verldngerten) anderen Vektor im rechten Winkel
schneidet, und dann die geometrische Definition anwenden.

Allgemeiner (d.h. in beliebigen Dimensionen) lésst sich der Cosinus wie
folgt berechnen: wir haben

(381) "¢ = [|7]|2]|Fll2cos<(Z, )

Daraus folgt mittels Termumformung:

7y
(382) cos<(Z,Y) = ———=—
12|27l

Skalarprodukt : Bislang haben wir Multiplikation nur mit Skalaren aus-
gefiihrt; es gab noch keine Moglichkeit, zwei Vektoren miteinander zu multi-
plizieren. Das macht das Skalarprodukt e : V2 — R. Wir multiplizieren also
Vektoren und bekommen eine reelle Zahl (einen Skalar) als Ergebnis. Es gibt
nicht das eine Skalarprodukt, sondern mehrere Arten es zu definieren. Wir
brauchen hier nur die gelaufigste, namlich das Standard-Skalarprodukt:

(383) (ay,...,an)" (b1,...,bn) = ayby + agbs + ... + ayby,

Wenn wir Vektoren als spezielle Matrizen betrachten, ist das Standard-Skalarprodukt
nur das Produkt zweier Matrizen, namlich der Transposition der ersten und

der zweiten. Wichtig ist dass wir die erste Matrix transponieren, sonst ware

das Produkt undefiniert; weiterhin setzt diese Multiplikation voraus, dass

beide Vektoren die gleiche Lange haben.
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Hadamard Produkt Das ist eine Funktion ® : R” x R® — R", ein-
fach definiert durch punktweise Multplikation: (z1,...,2,) ® (y1, ..., Yn) =
(191, -, Tnyn). Es ist also parallel zur Vektoraddition, nur mit Multiplika-
tion.

Matrix Matrizen generalisieren Vektoren in dem Sinne dass ein Vektor
v € R™ ist, eine Matrix A € R"™*" eine kompliziertere Struktur ist, bzw. ein
Vektor ist eine Matrix mit n = 1. Matrizen schreibt man wie folgt:

ay Gz asz a4

by by by bs
Ci Ca C3 (4
di dy ds dy

NB: Zeilen zuerst, dann Spalten! Um ein Objekt an einer bestimmten Ko-
ordinate Matrix zu denotieren schreiben wir A;;; z.B. im obigen Beispiel
A23 = bg.

Rechnen mit Matrizen ist etwas gewohnungbediirftig; wir haben nor-
malerweise die Addition und die Multiplikation. Addition ist im Prinzip
dasselbe wie bei Vektoren. Nimm zwei Matrizen A, B € R™*", dann haben
wir

Also ist die Addition punktweise definiert, genau dann wenn die beiden
Matrizen dieselben Mafle haben.

Die Multiplikation ist etwas komplizierter. Nimm zwei Matrizen A €
R™P B € RP*" wobei wichtig ist das die beiden ps identisch sind. Wir
definieren dann

(A -B)y = > %1 (A - Biy).

Diese Multiplikation ist natiirlich nicht kommutativ; um das zu sehen, nehmen
wir an p = 1, Matrizen A € R3*!, B € R'*3; dann haben wir:

aq aj - bl ai - bg aj - bg
(05} . (b1 bg b3> = a9 - b1 as - bg as - bg
as az-by az-by az-bs

Wenn wir das umdrehen, dann bekommen wir:
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by
(a1 as CL3) . 22 = ((CLl . bl) + ((12 . b2) + (Clg . bg))

Also bekommen wir in diesem Fall eine 1 x 1-dimensionale Matrix. Es kann
natiirlich auch oft vorkommen dass A - B definiert ist, wahrend A - B un-
definiert bleibt. Ein wichtiges Konzept in dieser Hinsicht ist die Einheits-
matrix, definiert als:

1 00 .0
010 .0
0 01 .0
: .0
0 00 1

Diese Matrix ist also quadratisch, mit allen Werten 0, nur in der Diagonale
hat sie den Wert 1. Einheitsmatrizen gibt es fiir jedes n € N, denn die Grofie
muss natiirlich passen; wir denotieren die n x n Einheitsmatrix mit 1,,. Dann
ist leicht zu sehen: Sei A € R™*" eine beliebige Matrix. Dann ist

Al,=1,-A=A

Eigenvektor und Eigenwert Der Eigenvektor einer Matrix M ist ein
ein Vektor v so dass gilt: M¢ = A fiir einen Skalar A. Also macht M mit
U nichts anderes als den Vektor skalieren, anstatt seine Richtung zu andern.
A nennt man dann den Eigenwert. Es ist ein schwieriges Problem, die
Eigenvektoren und -werte einer grofien Matrix auszurechnen, dass man im
allgemeinen Fall nur naherungsweise 16sen kann.

Gradienten Gradienten sind eine Generalisierung von Ableitungen fiir mul-
tivariate Funktionen. Ableitungen fiir Funktionen

f:R>R

sollten bekannt sein; intuitiv gibt der Wert der Ableitung ﬁ f an jedem

Punkt den Grad an, in dem die Funktion zu- bzw. abnimmt. Wenn man
nun eine multivariate Funktion hat, dann kann man sie nach jeder Variable
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partiell ableiten. Sei f : R™ — R eine Funktion, i € {1,...,n}; dann haben
wir mit

af
d(L’Z'

(384) f(x1, .y )
die Ableitung nach x;, die uns angibt, wie die Steigung der Funktion in der
i-ten Dimension verlauft; die anderen Variablen sind natiirlich Parameter
dieser Steigung: sie geben an wir grof§ sie ist an diesem Punkt im Raum.
Geometrisch betrachtet: sei f(z,y) eine Funktion, die fiir zwei Koordinaten
einer Oberflache die jeweilige Hohe liefert. Die Ableitung nach z gibt nun
an, wie grof} die Steigung ist, wenn ich in Richtung = gehe. Dasselbe Prinzip
fiir héhere Dimensionen.

Der Gradient von f : R" — R ist eine Funktion Vf : R* — R",
dessen Ausgabekomponenten 1-n durch die partiellen Ableitungen von f nach
x1,..., T, berechnet werden, d.h.

a
dl’l

df

(385) Vf(x1,..., wn) = ( " da,,

(T1y ey )y oo fxy, ..., zp))

Alternativ kann man auch die Einheitsvektoren zur Definition nutzen; nenne
die n-dimensionalen Einheitsvektoren mit iter Komponente 1 14, ..., 1,; dann
ist

_ 4

N d[El

d
(1, ooy )1y + oo+ A (1, ey Tp) 1y

(386) Vf(21,..., ) dzx

Die geometrische Interpretation des Gradienten ist folgende: der Gradient
einer Funktion gibt einen Vektor, und der zeigt in diejenige Richtung, in der
die Funktion am schnellsten steigt. Also im Fall f : R® — R: die Richtung
in der Ebene, in die man gehen muss um am schnellsten Hohe zu gewinnen.

Es ist klar, dass man, um ein lokales Maximum einer Funktion zu finden,
einfach nur dem Gradienten “nachgehen” muss (mit einer gewissen Lernrate
€; wir haben das Maximum gefunden, falls der Gradient 0 an allen Stellen
ist.

Lernrate Eine kleine Zahl [ > 0, die besagt, wie wir den Wert der Funktion
verdndern. Was normalerweise wissen ist: wir kennen den Wert f(z), und
wir wissen dass fiir ein € > 0,

flx+¢€) < f(x), oder f(x —e€) < f(x)
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Was wir nicht kennen ist e. Deswegen legen wir die Lernrate [ fest, die besagt,
wie gross die Schritte sein sollen, die wir in die richtige Richtung gehen. Wenn
[ zu klein ist, brauchen wir linger (mehr Schritte) als ndtig; wenn [ zu grof§
ist, dann kann es sein dass wir den optimalen Punkt verpassen.

(Einfaches) Perzetron Ein einfaches Perzeptron hat die Form
(387) P(Z) = g(MZ+ @)

wobei M ¥ + @ ein lineares Modell, g eine nichtlineare Funktion. ¢ kann im
erweiterten Fall auch die Form haben g; o g5, z.B. softmazro ReLU. Entschei-
dend ist dass es nur ein lineares layer gibt.

Multilayer Perzeptron (MLP), auch genannt feedforward network
Ein MLP ist eine Funktion

(388) MLP = Pio...0P,

also eine Verkettung von Perzeptronen. Man nennt MLP auch feedfor-
ward Network; sie sind die einfachsten nichttrivialen neuronalen Netze. Das
Beispiel aus hat n — 1 hidden layer; also hat ein einfaches Perzeptron
kein hidden layer. Das offene layer in M LP wére dasjenige von P;.

Wenn man von einem Eingabelayer spricht, dann meint man nur soz.
dummy-Neuronen, in welche die Werte der Eingabe geschrieben werden; in
der funktionalen Schreibweise fallt dieses layer ersatzlos weg.
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