29 PAC-Lernen

29.1 Einleitung

Es gibt eine Vielzahl von formalen und computationellen Lerntheorien; die
einzige, die (meines Wissens) wirklich in der Praxis relevant geworden ist, ist
das PAC-Lernen, weil man darin auch nach endlich vielen Schritten starke
Aussagen tiber den Lernerfolg machen kann.

Das Problem bei der Induktion von einer gewissen Menge von Beobach-
tungen ist, dass immer eine Ungewissheit bleibt: ist unsere Generalisierung
richtig? Hier sorgen viele Faktoren fiir Ungewissheit:

e Vielleicht ist die korrekte Hypothese gar nicht im Hypothesenraum;

e vielleicht ist sie darin, aber wir (unser Algorithmus) hat nicht die plau-
sibelste Hypothese (gegeben die Datenlage) ausgewéahlt, weil er unsere
Herangehensweise nicht optimal ist;

e oder aber: wir haben alles bestmoglich gemacht, aber wir hatten ein-
fach Pech mit unseren Beobachtungen: anstatt normaler, reprasentativer
Ereignisse haben wir unwahrscheinliche, irrefiihrende Beobachtungen
gemacht.

PAC-Lernen konzentriert sich insbesondere auf den letzten Punkt. Das
entscheidende ist: natiirlich kann es immer sein, dass unsere Beobachtungen
nicht repréasentativ sind, aber mit zunehmender Gréfle unseres Datensatzes
wird das immer unwahrscheinlicher.

PAC steht fiir probably approzimately correct, und intuitiv gesagt bedeutet
PAC-Lernen: wir lernen auf eine Art und Weise, dass es immer unwahrschein-
licher wird, dass wir unsere Hypothese mehr als eine beliebig kleine Dis-
tanz von der korrekten Hypothese entfernt ist. Das bedeutet umgekehrt:
eine Hypothese, die ernsthaft falsch ist, wird fast mit Sicherheit als falsch
erkannt; wenn wir eine Hypothese fiir richtig halten, dann ist sie mit grofler
Wahrscheinlichkeit sehr nahe an der korrekten Zielhypothese. Um so etwas
sagen zu konnen, brauchen wir allerdings die passenden Rahmenbedingun-
gen.
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29.2 Definitionen

Zunichst missen wir eine Reithe von Annahmen. Die erste ist die Annahme
der Stationaritat:

Alle relevanten Beobachtungen, die wir machen, werden von der-
selben Wahrscheinlichhkeitsverteilung generiert.

Das ist eine sehr wichtige Annahme, und in gewissem Sinn die Vorausset-
zung induktiven Lernens: wenn die Verteilung im Laufe der Zeit sich (be-
liebig) andert, dann erlauben uns die Beobachtungen, die wir gemacht haben,
keinerlei Riickschliisse auf zukiinftige Beobachtungen, und jede Form von In-
duktion ist unmoglich.

Weiterhin haben wir folgendes;

e M ist die Menge aller moglichen Beobachtungen (korrekte Klassifika-
tionen etc., iiblicherweise bekannt)

e P ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tiiber M, die uns sagt wie
wahrscheinlich eine Beobachtung ist (iiblicherweise unbekannt)

f ist die Zielfunktion, die wir lernen mochten (unbekannt; wir nehmen
wieder an, wir lernen eine Funktion)

H ist die Menge der Hypothesen, die uns zur Verfiigung stehen (bekannt)

N = |D] ist die Anzahl der Beobachtungen, anhand derer wir unsere
Hypothese h € H auswéhlen (bekannt bzw. variabel)

Wenn nun f die Zielfunktion ist, h eine Hypothese, dann konnen wir die
Fehlerhaftigkeit von h genau quantifizieren (zumindest abstrakt; konkret ken-
nen wir natiirlich die Zahlen nicht):

(418) error(h) = P(h(z) # f(z)|x € M)

das bedeutet, etwas genauer,

(419) error(h) = P(X): X ={x € M : h(z) # f(z))

Natiirlich miissen wir voraussetzen konnen, dass diese Wahrscheinlichkeiten

definiert sind.
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Wir sagen dass h anndhernd korrekt ist, falls error(h) < e,
wobei € eine beliebig kleine Konstante ist.

(e miissen wir natiirlich festlegen). Beachten Sie aber dass hierbei 2 unbekan-
nte auftauchen:

1. f, die Zielhypothese die wir nicht kennen, und
2. P, die Verteilung tiber den Daten, die wir nicht kennen.

Das eigentlich geniale am PAC-Lernen ist dass wir so arbeiten, dass sich die
unbekannten “rauskiirzen”.

Zunéchst unterscheiden wir zwei Arten von Hypothesen, namlich solche,
die ernsthaft falsch, und solche, die anndhernd korrekt sind, auf in

(420) H, = {h:error(h) > €}
(421) Hy = {error(h) < €}
Wir konnen uns Hy vorstellen als eine Kugel, die einen gewissen Radius um
die korrekte Hypothese hat.
Nun nehmen wir eine Hypothese h, die wir erstellt haben. Nach un-

serer Konstruktion gilt: A ist konsistent mit den N Beobachtungen, die wir
gemacht haben. Uns interessiert die Wahrscheinlichkeit

P(h e H)),
also die Wahrscheinlichkeit, dass unsere Hypothese “ernsthaft falsch” ist.

> Nun konnen wir sagen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass unsere Hy-
pothese falsch ist, und dennoch ein Beispiel richtig klassifiziert, allerhéchstens
1 —e€ist —

> denn wir haben eine Wahrscheinlichkeitsmasse von > € auf die falsch
klassifizierten Beispiele gesetzt:

(422) P(h(x) = f(x)h(z) € H)) <1 ¢

Diese Tatsache allein scheint nicht sonderlich interessant, denn e ist iblicherweise
ziemlich klein, also ist 1 — e ~ 1. Wir haben aber
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e > 0,

und deswegen gilt: fiir alle 6 > 0 gibt es ein n € N, so dass

(423) 1—e)" <

Diese Beobachtung ist entscheidend, denn wir haben:

(424) P(h(z) = f(x):Vx € DIh € H)) < (1 — &)V

Denn wir gehen davon aus, dass alle unsere Beispiele in D korrekt sind;
es gibt also keine Storungen in unseren Daten. Dementsprechend sinkt die
Wabhrscheinlichkeit, dass wir eine Hypothese in H| haben, die konsistent
mit unseren Daten ist, mit der Zahl der Beobachtungen die wir machen.
Als néchstes sehen wir, dass wir die Wahrscheinlichkeit beachten miissen,
dass irgendeine Hypothese in H| konsistent ist mit unseren Daten. Das ist
natiirlich

(425) P(3h € H Nz € D : h(z) = f(z)) < |H|(1 — )N < |H|(1 - €)Y

Das setzt natiirlich voraus, dass |H| endlich ist, sonst ist der Term un-
definiert. Wenn wir also

e cin beliebes € auswéhlen, dass eine Abweichung als “ernsthaft falsch”
definiert,

e ein beliebiges 9, dass die maximale Wahrscheinlichkeit festlegt, dass die
Hypothese ernsthaft falsch ist,

e dann mussen wir nur ein /N finden so dass

(426) [H|(1 — )N <6

Um diesen Term nach N aufzulosen, muss man etwas tricksen. Man kann
zeigen dass

1
(427) 1—e<e“=—
66
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(denn je kleiner €, desto kleiner e, desto grofier 1/e€). Also reicht es, N so

zu wahlen dass

(428) |H|(e )Y < §

(429) o m(H|e)N) < In(o)

(430) o n(H|) +In(e )N < In(d)

(431) < In(|H|) —e- N < In(9)

(432) & —n(H|) +¢-N > m(%)

(433) SN > ln(%)—kln(][ﬂ)
(434) N > L@ +m(H)

€ )

Das bedeutet: wenn wir N entsprechend wahlen, dann gilt fiir eine Hy-
pothese h, die mit N Beispielen konsistent ist:

Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — é hat h eine
Fehlerrate von hochstens e.

Mit anderen Worten: sie ist wahrscheinlich annahernd korrekt. Diese Num-
mer N — gegeben € und § — nennt man die Stichprobenkomplexitat des Hy-
pothesenraumes H (denn sie hiangt natiirlich von H ab).

Betrachten wir das Kriterium
1 1
(435) N > o (ln(g) + In(|H|))

Dann fallt uns auf:

e ) (unsere verbleibende Unsicherheit) spielt logarithmisch eine Rolle
(also mit schrumpfenden ¢ wachst N eher langsam);

e |H| — unser Hypothesenraum — spielt ebenfalls logarithmisch eine Rolle
(also mit wachsendem |H| wéchst N eher langsam);

e cist ein linearer Faktor, wenn wir € verringern, wachst N proportional.

PAC-Lernen ist insofern sehr vorteilhaft, als dass wir nach einer endlichen
Anzahl von Datenpunkten starke Aussagen iiber die Qualitat unserer Hy-
pothesen machen kénnen. Man beachte insbesondere, dass P hierbei keine
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Rolle spielt, PAC-Lernen ist also unabhingig von der zugrundeliegenden
Verteilung! Auf der anderen Seite haben wir aber eine Vielzahl von Vo-
raussetzungen, die oft nicht erfiillt sind.

Als Summe und Zusammenfassung kann man aber festhalten: tiberall wo
PAC-Lernen moglich ist, da kann man auflerst zufriedenstellende Ergebnisse
erzielen. Das Problem ist — dass wir meistens nicht die Voraussetzungen
erfiillen.
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29.3 PAC-lernbare Probleme 1

Wir wenden uns jetzt einigen einfachen Beispielen zu, in denen man PAC-
Lernen verwenden kann. Wir nehmen einmal an, wir haben folgendes Szenario.
Wir suchen eine Zahl z € R “lernen”, so dass gilt:

falls y > x, dann hat y label 1; ansonsten hat y label 0.

Auch das ist natiirlich eine Funktion f : R — {0, 1}, definiert durch

1, falls y > x

0 andernfalls

(436) fuly) = {

Wir konnen z.B. y als eine Temperatur interpretieren, und den Wert f(y) als
eine Beobachtung, z.B. die Apfelbliite. Dementsprechend haben wir

e cine unbekannte Zielfunktion f,
e cinen Hypothesenraum H = {f, : = € R}
e cinen Datensatz D C R x {0,1}

Was uns fehlt ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P : R — [0,1] -
wie wir gesehen haben, ist PAC-Lernen letzten Endes unabhéngig von dieser
Verteilung. ; Wir miissen also nur annehmen, dass es eine solche Verteilung
gibt.

Der Algorithmus Der Algorithmus wird mit immer neuen Daten konfron-
tiert. Wir haben nach jedem Datensatz D = {(y1, f(v1), .., (v, f(v:))} den
wir beobachten zwei wichtige Beispiele:

(437) z = maz{x : (x,0) € D}
(438) T =min{z : (z,1) € D}
(439)

Wir wissen dass z < 7, weil sonst die Beobachtung mit unseren Wissen
inkonsistent ist.

Der Algorithmus kann nun ein beliebiges « € (z,T) wahlen — das Problem
ist PAC-lernbar, d.h. die Wahrscheinlichkeit, von der richtigen Hypothese
signifikant entfernt zu liegen, konvergiert gegen 0.
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29.4 PAC-lernbare Probleme 11

Eben haben wir eine einzelne Zahl gesucht, die den reellen Zahlenstrang
in zwei Teile spaltet. Wir betrachtet nun ein etwas komplexeres Problem,
némlich die Suche nach einem Intervall [z, xo]:

Falls y € [z1, 5], dann hat y label 1; ansonsten hat y label 0.

Auch das ist natiirlich eine Funktion f : R — {0, 1}, definiert durch

1, falls y € [z, x5

(44()) fI17$2(y) = {

0 andernfalls

Wir konnen z.B. y als eine Temperatur interpretieren, und den Wert f(y) als
eine Beobachtung, z.B. die Apfelbliite. Dementsprechend haben wir

e cine unbekannte Zielfunktion f,
e cinen Hypothesenraum H = {f,, 4, : 71,22 € R}
e cinen Datensatz D C R x {0,1}

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P : R — [0, 1] wird wieder beliebig
gewahlt und spielt letzten Endes keine Rolle.

Der Algorithmus Der Algorithmus wird mit immer neuen Daten konfron-
tiert. Wir haben nach jedem Datensatz D = {(y1, f(v1), ..., (vi, f(y:))}, den
wir beobachten, zwei wichtige Beispiele:

(441) z =max{x: (z,1) € D}
(442) T =min{z: (z,1) € D}
(443)

Die Strategie, die wir wéahlen, ist nun vergleichbar. Auch das ist PAC-
Lernbar. Der Algorithmus kann nun ein beliebiges x € (z,7) wahlen — das
Problem ist PAC-lernbar, d.h. die Wahrscheinlichkeit, von der richtigen Hy-
pothese signifikant entfernt zu liegen, konvergiert gegen 0.
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29.5 PAC-lernbare Probleme III

Es gibt auch Sprachen die sind PAC-lernbar. Nimm einen deterministischen
endlichen Automaten (@, 4,3, qo, F'), mit § : @ x ¥ — @ einer partiellen
Ubergangsfunktion. Wir definieren deren Inversion § : Q) x ¥ — Q)

(444) 67 (q,a) ={q : (¢, a) = ¢}

Wir sagen, (Q, 0, %, qo, F) ist reversibel (reversible), wenn gilt: die Inversion
57! kann als eine partielle Funktion aufgefasst werden, also:

(445) fa. qeQ: |67 (g)| <1
Anders gesagt:

wenn wir alle Uberginge umdrehen sowie Start und Endzusténde
vertauschen, dann ist der resultierende Automat wiederum deter-
ministisch.

Eine reguldre Sprache ist reversibel, wenn es einen reversiblen Automaten
gibt, der sie erkennt.

Beispiel 1 (ab)* ist reversibel: ein einfacher Automat mit 2 Zustdnden.
Beispiel 2 (aa)* ist reversibel.
Beispiel 3 b*(ab*abx)* ist reversibel.

Beispiel 4 aa* ist nicht reversibel. Warum? Weil wir immer in einem
Endzustand landen ¢ miissen mit 6(qr, a) = gy. Allerdings miissen wir ja in
diesen Zustand reingekommen sein: §(qo,a) = gy (aber d(qy,a) # qo). Das
Argument ist etwas komplex auszubuchstabieren, sollte aber klar sein.

Beispiel 5 b(ab)* ist nicht reversibel — siehe das Argument oben!

Beispiel 6 Jede endliche Sprache ist reversibel, denn ein Automat ohne
Schleife ist immer reversibel. Man kann ihn einfach als einen Baum schreiben!

Beispiel 7 (aa)* U (ab)* ist reversibel.
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Beispiel 8 (abc)*U(bac)* ist nicht reversibel: a bringt uns in einen anderen
Zustand als b; aber wenn ein ¢ kommt, werden sie wieder aquivalent!

Wir sehen daran, dass die reversiblen Sprachen einigermassen méchtig
sind. Ein wichtiges Theorem der Lerntheorie besagt nun:

R-Lernbarkeit Die reversiblen Sprachen sind PAC-lernbar.

Das bedeutet: wenn wir immer neue Worte sehen, die mit unserer Hy-
pothese konsistent sind, dann geht die Wahrscheinlichkeit, dass wir die falsche
Kandidatensprache haben, gegen 0. Da PAC-Lernbarkeit sehr machtig ist
insbesondere in Hinblick auf viele Anwendungen, ist das ein sehr wichtiges
Ergebnis!

(Den Beweis schauen wir uns aber nicht an, der ist lang und kompliziert).
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